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Nagra ord pa vagen

Detta kompendium &r skrivet for att anvindas som kurslitteratur till STOCK-
HOLMS MATEMATISKA CIRKEL under lasaret 2019-2020 och bestar av sju ka-
pitel.

Kompendiet ar inte tankt att lasas enbart pa egen hand, utan ska ses som ett
skriftligt komplement till undervisningen pé de sju foreldsningarna. Alla elever
rekommenderas att ldsa igenom varje kapitel sjélv innan foreldsningen. Det &r
inte nodvéindigt att forsta alla detaljer vid den forsta genomlésningen.

Som de flesta matematiska skrifter pa hogre niva ar kompendiet kompakt skri-
vet. Detta innebdr att man i allménhet inte kan ldsa det som en vanlig bok.
Istallet bor man prova nya satser och definitioner genom att pa egen hand
exemplifiera. Darmed uppnér man oftast en mycket béttre forstaelse av vad
dessa satser och deras bevis gar ut pa.

Till varje kapitel finns ett antal Gvningsuppgifter. De udda évningarna har 16s-
ningar ldngst bak i kompendiet. Syftet med dessa &r att eleverna ska kunna
16sa dem och pa egen hand kontrollera att de forstatt materialet. Ovningar
med jimna nummer saknar facit och kan anvéindas som examination. Det re-
kommenderas dock att man férsoker 16sa dessa uppgifter &ven om man inte
examineras pa dem. Om man kor fast kan man alltid fraga en kompis, en 14-
rare pa sin skola eller ndgon av forfattarna. Under arets gang kommer det att
finnas Ovningstillfallen dér eleverna kan jobba med uppgifterna, sjilva eller i
grupp, och fa hjalp av oss.

De 6vningsuppgifter som dr nagot svarare markeras med en stjarna (). Upp-
gifter som ar extra utmanande markeras med tva stjdrnor (xx). Det finns
dven programmeringsuppgifter for elever som kan programmera sedan tidi-
gare, vilka markeras med P framfor uppgiftsnumret. Programmering ar inget
forkunskapskrav for kursen, och kommer inte heller laras ut under kursen, sa
programmeringsuppgifterna bor ses som helt och hallet valfria.

Ovningarna kan ha manga olika mojliga 16sningar och det som star i facit bor
endast ses som ett forslag.
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Nagra ord om Cirkeln

STOCKHOLMS MATEMATISKA CIRKEL dr en kurs for matematikintresserade
gymnasieelever, som arrangeras av Kungliga Tekniska hégskolan och Stock-
holms universitet. Cirkeln startade 1999 och firar alltsa 20 ar detta lasar. Vid
starten hade den namnet KTH:S MATEMATISKA CIRKEL och hélls i KTH:s en-
samma regi. Ambitionen med Cirkeln &r att sprida kunskap om matematiken
och dess anvindningsomraden utéver vad eleverna far genom gymnasiekurser,
och att etablera ett ndrmare samarbete mellan gymnasieskolan och hégskolan.
Cirkeln skall sarskilt stimulera elevernas matematikintresse och inspirera dem
till fortsatta naturvetenskapliga och matematiska studier.

Till varje kurs skrivs ett kompendium som distribueras gratis till eleverna.
Detta material, foreldsningsschema och 6vrig information om STOCKHOLMS
MATEMATISKA CIRKEL finns tillgingligt pa

www.math-stockholm.se/cirkel

Cirkeln godkinns ofta som en gymnasiekurs eller som matematisk breddning
pa gymnasieskolorna. Det dr upp till varje skola att godkinna Cirkeln som en
kurs och det &r lararna fran varje skola som sétter betyg pa kursen. Lararna &r
sjalvklart ocksa védlkomna till Cirkeln och manga har kommit 6verens med sin
egen skola om att fa Cirkeln godkénd som fortbildning eller som undervisning.

Vi vill gérna understryka att foreldsningarna ar 6ppna for alla gymnasieelever,
ldarare eller andra matematikintresserade.

Vi har avsiktligt valt materialet for att ge eleverna en inblick i matematisk
teori och tankesétt och presenterar darfor bade nagra huvudsatser inom var-
je omrade och bevisen for dessa resultat. Vi har ocksd som malséttning att
bevisa alla satser som anvinds om de inte kan forutsédttas bekanta av elever
fran gymnasiet. Detta, och att flera &mnen &r pa universitetsniva, gor att 1a-
rarna och eleverna kan uppleva programmet som tungt, och alltfor langt Gver
gymnasienivan. Det bor darfor inte ses som ett krav att lararna och eleverna
skall behérska dmnet fullt ut och att ldra in det pa samma sétt som gym-
nasiekurserna. Det viktigaste ar att eleverna kommer i kontakt med teoretisk
matematik och far en inblick i matematikens visen. Var férhoppning ar att 14-
rarna med denna utgangspunkt skall ha lattare att upplysa intresserade elever
om STOCKHOLMS MATEMATISKA CIRKEL och 6vertyga skolledarna om vikten
av att lata bade elever och larare delta i programmet.
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Nagra ord om betygssattning

Da Cirkeln inte dr utformad pa samma sétt som andra gymnasiekurser i ma-
tematik kan betygsdttningen bli problematiskt, om samma standard som for
ordinarie gymnasiekurser anvinds. Utgangspunkten bor istéllet vara att ele-
verna skall fa insikt i matematiken genom att ga pa foreldsningarna och att
eleven gor sitt basta for att forstd materialet och l6sa uppgifterna. Sjalvklart
betyder det mycket vad eleverna har lért av materialet i kursen, men lararna
kan bara forvinta sig att ett fatal elever behdrskar &mnet fullt ut.

Forfattarna, sommaren 2019
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1 Vad ar matematik, egentligen?

Temat for arets upplaga av cirkeln ar datorernas matematik. Vi kommer att
studera olika aspekter av datorer, med fokus pa metoder och teori for att utfora
matematiska berdkningar med hjilp av datorer. For att studera detta kommer
vi anvédnda matematiken som verktyg, och i detta forsta kapitel forklarar vi
vad vi egentligen menar med matematik.

Den moderna matematiken, som vetenskap, ségs ofta bestd av definitioner,
satser och bevis. En definition slar fast vad ett visst ord ska betyda. Till ex-
empel kan vi definiera jimna tal och udda tal pa foljande sétt.

Definition 1.0.1. Ett heltal n kallas for ett jimnt tal om n = 2k for nagot
heltal k. A

Definition 1.0.2. Ett heltal n kallas for ett udda tal om n = 2k + 1 for nagot
heltal k. A

Lésaren ar forstas bekant med udda och jamna tal sedan tidigare, och kan
kontrollera att ovanstaende definitioner stimmer Gverens med ldsarens egen
uppfattning om vad udda och jamna tal dr. Observera att vi inte har definierat
begreppet heltal, men vi antar att detta redan ar ett valként begrepp.

En sats ar ett pastaende som har bevisats vara sant. En sats hanger alltsa ihop
med ett matematiskt bevis, vilket dr en foljd av logiska resonemang som visar
varfor pastaendet ar sant. Ett exempel foljer nedan.

Sats 1.0.3. Om n dr ett jimnt tal sd drn+ 1 ett udda tal. Om n istdllet dr
ett udda tal sa dr n+ 1 ett jaimnt tal.

De flesta héaller sikert med om att satsens pastaende ar sant. Den som &r tvek-
sam kanske provar att addera 1 till nagra heltal, och ser att pastaendet verkar
stamma. I empiriska vetenskaper, sdsom fysik och andra naturvetenskaper, ar
det precis sa man gor for att testa teorier — man utfér experiment eller obser-
vationer for att se om teorin verkar stdmma eller inte. Om teorin stammer i
tillrdckligt manga fall anses den vara bra nog for att anvianda.

I matematiken récker det inte. Vi maste visa att pastaendet alltid ar sant, i
alla ténkbara fall. For att gora det méste vi anvinda oss av definitionerna av
jamna och udda tal, det vill sdga Definition 1.0.1 och 1.0.2.

Bevis av Sats 1.0.3. Antag forst att n &r ett jamnt tal. Enligt definitionen finns
da ett heltal k sddant att n = 2k. D4 maste n + 1 vara ett udda tal, eftersom
n+ 1= 2k + 1, vilket enligt definitionen betyder att n + 1 4r udda.

Antag nu istéllet att n ar ett udda tal. D& finns det ett heltal k sddant att
n=2k+1 Men da ar n+1 = 2k +2 = 2(k + 1), vilket ar ett jamnt tal
eftersom k + 1 ar ett heltal. O

Vi kommer aterkomma till pastaenden och sanning i avsnitt 1.3, och se fler
exempel pa bevis i avsnitt 1.4. Innan dess ska vi introducera tva av de mest
grundliggande begreppen inom matematiken, namligen mdangder (avsnitt 1.1)
och funktioner (avsnitt 1.2).



1.1 Mangder

En mdngd &r en samling av objekt. Objekten som ingar i méngden brukar
kallas element. Elementen kan vara vad som helst, till exempel kan de vara
tal, bokstéver eller ord. For att beskriva en méangd kan vi helt enkelt lista alla
element inom klammerparenteser {}. Till exempel &r

{1,2,a,b,2 7}

méngden som bestar av elementen 1, 2, a, b, % och 7. Tva méangder ar lika med
varandra om de innehaller samma element. Ordningen pa elementen spelar
ingen roll, och inte heller hur ménga ganger ett element listas. Till exempel &r

{0,1} = {1,0} = {0,0,1,1,0} = {1,1,1,1,1,1,0}

méngden som innehaller de tva elementen 0 och 1. Antalet element i en méngd
M betecknas med |M|. Alltsa ar |[{0,1}| = 2, men &ven |{0,0,1,1,0}| = 2
eftersom vi bortser fran om samma element listas flera ganger.

For att siga att en mangd M innehaller ett visst element x kan vi skriva
x € M, vilket utléases "x tillhér M” eller x ar i M.

Exempel 1.1.1. En méngd kan innehalla andra méangder som element. Ett
exempel ar mangden

M = {5,{0,4,2},{-1,1},2}.

Méngden M bestar av elementen 2, 5, {0,4,2} och {—1,1}. Alltsa ar |M| = 4.
Vi kan till exempel skriva 5 € M och {0,4,2} € M. Déaremot ar inte 0 eller 4
element i M. A

Definition 1.1.2. Méangden som inte innehaller nagra element alls, det vill
sdga méangden {}, kallas den tomma mdngden och betecknas (. A

Det finns ocksa méngder som innehaller odndligt manga element. Ett exempel
ar méngden av alla heltal, som brukar betecknas Z. (Valet av bokstaven Z
kommer fran det tyska ordet Zahl, som betyder tal.) For en oéndlig méngd
kan vi forstas inte lista alla element, men i vissa fall kan vi beskriva méngden
som en talfoljd. Till exempel ar

Z=1{0,1,-1,2,-2,3,-3,...},

dér de tre punkterna betyder att upprékningen fortsatter enligt samma mons-
ter i all oéndlighet. Nagra andra viktiga odndliga mangder ar de rationella
talen Q som é&r tal pa formen § dér a,b € Z och b # 0, samt de reella talen R
som #r de tal som finns pa en ofindligt lang sammanhingande tallinje.!

'De reella talen R bestar dels av de rationella talen, dels av de irrationella talen (vilket &r
de tal som 4nte kan skrivas pa formen ¢ dar a och b ar heltal). De irrationella talen behovs
for att fylla i de "glapp” som annars skulle uppstéa i tallinjen. Det gar att definiera méngden
av reella tal pa ett mycket mer rigordst sétt &n vad vi gjort hér, men det krédver mer arbete
och var temat for Cirkeln 2016-2017 (Vad dr ett tal?), vars kompendium den intresserade

kan ladda ner fran Cirkelns hemsida www.math-stockholm.se/cirkel.
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Ett annat sdatt att beskriva méngder ar genom att vélja ut de element fran en
tidigare kind méngd som uppfyller ett visst villkor. Madngden av element i M
som uppfyller ett visst villkor skrivs

{x € M | villkor pa z}.
Till exempel kan vi lata
A={x€Z |z >0}, (1.1)

vilket vi kan utldsa som "méangden av x i Z saddana att x ar storre an noll”,
eller helt enkelt "méngden av heltal som ar storre dn noll”. Mangden A bestar
alltsa av de positiva heltalen. Vi kan fortsétta och lata

B ={z € A |z dr ett udda tal}. (1.2)

Maéangden B bestar av alla positiva udda tal.

Definition 1.1.3. Lat A och B vara méngder. Om alla element i B ocksa ar
element i A sdgs B vara en delmdangd av A. Detta betecknas B C A. A

Till exempel, om A och B definieras som i ekvation (1.1) och (1.2) ovan sa &r
A CZ och B C A. Dessutom ar forstas B C Z. Vidare ar Z C Q C R.

Ett satt att illustrera relationer mellan méangder ar med hjalp av venndiagram
(dopta efter den brittiske matematikern John Venn). I ett venndiagram re-
presenteras varje mangd av en cirkel. Att B &dr en delmingd av A illustreras
genom att cirkeln for B ritas inuti cirkeln for A.

A

Figur 1.1: Venndiagram for delméngd B C A.

Mangder kan ocksa beskrivas genom att ange pa vilken form elementen ska va-
ra. Till exempel kan méngden av jaimna tal (kom ihag Definition 1.0.1) skrivas

{2k | k € Z},

vilket utldses "méngden av element pa formen 2k, dér k tillhér Z”. Denna
méngd kan ocksa beskrivas med hjélp av ett villkor som

{n € Z | n ar ett jamnt tal}

eller som
{neZ|n=2k keZ}.

Miéngden av udda tal (Definition 1.0.2) kan pa samma sétt skrivas

(2k+1| k ez}

Vi ska nu definiera fyra olika sétt att kombinera tva méngder, med sa kallade
mdngdoperationer.



Definition 1.1.4. Lat A och B vara méangder. Mangden av alla element som
tillhor nagon av méngderna A och B kallas unionen av A och B, och betecknas
AUB. A

Om till exempel A ={1,2,3} och B ={3,4,5} sd ar AUB ={1,2,3,4,5}.

I venndiagrammet for AU B ritar vi A och B som delvis 6verlappande cirklar,
och allt som tillhér ndgon av méngderna A och B &r farglagt.

AUB

Figur 1.2: Venndiagram for union AU B.

Definition 1.1.5. Lat A och B vara méangder. Mangden av alla element som
tillhor bdda mangderna A och B kallas snittet av A och B, och betecknas
ANB. A

Om som ovan A = {1,2,3} och B = {3,4,5} sd &r AN B = {3}.

I venndiagrammet for AN B farglagger vi bara sjalva 6verlappet mellan A och
B.

ANB

Figur 1.3: Venndiagram for snitt AN B.

Definition 1.1.6. Lat A och B vara méingder. Mangden av alla element som
tillhor A men inte B kallas differensen (ibland mdngddifferensen) mellan A
och B, och betecknas A\ B. A

Om A={1,2,3} och B={3,4,5} sdaar A\ B = {1,2}.

I venndiagrammet for A\ B farglaggs endast den del av A som inte Gverlappar
B.

A\ B

Figur 1.4: Venndiagram for differens A \ B.



Givet tvad méangder A och B kan vi definiera ett ordnat par (a,b) dir a € A
och b € B. Méangden av alla sddana ordnade par betecknas

Ax B={(a,b)|ac A, be B}

och kallas den kartesiska produkten av A och B. I ett ordnat par spelar ord-
ningen roll, sa i allménhet ar (a,b) # (b,a) och A x B # B x A.

Exempel 1.1.7. Om A = {1,2} och B = {1,5,9} s& &r den kartesiska pro-
dukten A x B méingden

Ax B={(1,1), (1,5), (1,9),
(2,1), (2,5), (2,9)}

Den kartesiska produkten B x A dr méngden

BxA={(11), (12),
(5,1), (5,2),
9,1), (9,2)}.

Observera att |[A X Bl = |Bx A =6 = 2-3 = |A] - |B|. (Att detta alltid
géller visas i Ovning 1.16.) Dock #r méingderna A x B och B x A inte lika med
varandra. A

Om A = B skriver vi ofta Ax A = A2. Till exempel &r R? méngden av ordnade
par av reella tal

R? = {(z,y) | =,y € R},

vilket lasaren kanske kénner igen som talplanet.

1.2 Funktioner

En funktion bestar av tva méngder X och Y samt en regel som till varje element
x € X entydigt tilldelar precis ett element i Y. Mangden X kallas funktionens
definitionsmdngd och Y kallas funktionens mdlmdngd. For att sdga att f &r en
funktion fran méngden X till méngden Y kan vi skriva f : X — Y. Vi skriver
f(z) for att beteckna det element i Y som funktionen f tilldelar x € X. Vi
kallar x for indata till funktionen och f(x) for utdata.

S

Figur 1.5: Illustration av en funktion f: X — Y.

Definition 1.2.1. Givet en funktion f : X — Y definierar vi grafen till
funktionen f som méngden {(zx, f(x)) | v € X}. A

Notera att grafen till f ar en delméngd av X x Y.



Exempel 1.2.2. En funktion f : R — R definieras genom att till varje x € R
tilldela talet f(x) = 22 € R. Funktionen f kvadrerar alltsa sitt indata. Grafen
till denna funktion &r méangden

{(x,2?) | x € R} C R?,

vilket dr en parabel. En del av denna parabel visas i Figur 1.6. A

Figur 1.6: En del av grafen till funktionen f(z) = x2.

Exempel 1.2.3. Vi kan definiera en funktion g : X — Z déar X &r méngden
av ord som finns i Svenska Akademiens ordbok och g(z) &r antalet bokstaver
i ordet x € X. Till exempel ar

g(abborre) =7, g(kamelopard) = 10, g(sjakal) = 6, g(i) =1.

Déremot ar var funktion g inte definierad for ordet Torbjorn eftersom det inte
finns i Svenska Akademiens ordbok. A

Exempel 1.2.4. Definitionsméngden X till en funktion f kan forstas vara
en kartesisk produkt X = A x B. I sa fall bestar indata till funktionen f av
ordnade par (a,b) dér a € A och b € B. Funktionens utdata skrivs da f(a,b).
Ett exempel &ar funktionen h : Z x Z — {0, 1} som definieras av att h(a,b) =1
om a = kb for nagot heltal k och h(a,b) = 0 annars. Funktionen h visar alltsa
om a ar en multipel av b. Till exempel ar

h(1,1)=1,  h(6,3)=1,  h(6,4)=0,  h(—2,0)=0.

Givet funktionen h kan vi ga vidare och definiera funktionen s : Z — {0, 1}
genom att lata s(z) = h(x,2) fér x € Z. Funktionen s visar om x dr ett jimnt
tal. A

Funktioner kan definieras till exempel genom att man anger en formel (som
for f(x) = 22), genom att man listar alla funktionsvirden i en tabell (vilket
bara fungerar om definitionsméngden &r éndlig), eller genom att man anger
funktionens regel pa nagot annat sétt. Ett speciellt satt att definiera funktioner
pa ar genom en rekursiv definition, vilket betyder att funktionen definieras med
hjalp av referenser till sig sjalv, som i foljande exempel.



Exempel 1.2.5. Lat Z>9 = {x € Z | x > 0} vara méngden av ickenegativa
heltal. Vi definierar en funktion F': Z>g — Z>( rekursivt genom

0 om n = 0,
F(n)=41 omn=1,
Fn—1)4+F(n—-2) omn>2.

Funktionen F' definierar en talfoljd F'(0), F(1), F(2), F(3), ... och sa vidare.
Det &r viktigt att definitionen innehaller ett eller nagra basfall som den rekur-
siva definitionen kan falla tillbaka pa, i detta fall F'(0) =0 och F(1) = 1. Med
hjalp av dessa kan vi rdkna ut 6vriga funktionsvérden,

F2)=F1)+F0)=1+0=1,
FB)=FQ2)+F(1)=1+1=2,
F4)=F@3)+F(2)=2+1=3,
(5) = F(4) + F(3)

och s& vidare. Den hér specifika talfoljden har fatt namnet Fibonaccis talféljd
efter den italienske matematikern Leonardo Fibonacci som levde pa 1200-talet.
De forsta 20 talen i talfoljden, upp till och med F(19), &r

0,1,1,2, 3,5 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181.
Talet F'(n) kallas det n:te Fibonaccitalet. A

En funktion maste vara forutsdgbar och alltsa alltid ge samma utdata for ett
visst indata. En process som ger slumpmassigt utdata kan alltsa inte vara en
funktion i matematisk mening. Ibland beror slumpmaéssighet pa att den indata
som finns inte beskriver processen fullstandigt. Till exempel dr en vaderleks-
prognos for imorgon en funktion av observationer som gjorts vid olika vadersta-
tioner (prognosen beriknas ju utifran observationerna). Det faktiska véidret
imorgon ar dock inte en funktion av dessa observationer, eftersom det kan
bero pa andra faktorer som inte dr kénda.

Till sist definierar vi likhet mellan funktioner.

Definition 1.2.6. Tva funktioner f : X — Y och g : U — V é&r lika med
varandra om X = U, Y =V, och f(x) = g(z) for alla x € X. Om sa ar fallet
skriver vi f = g. A

Observera att tva funktioner inte kan vara lika med varandra om de har olika
definitionsméngder eller malméangder.

1.3 Logik

Ett pdstdende &r inom klassisk logik? nagot som antingen #r sant eller falskt.
Nedan foljer fyra exempel péa péastaenden:

2Det finns olika grenar inom logiken, men i detta kompendium haller vi oss till klassisk
logik, dar pastaenden antingen ar sanna eller falska.



(i

) 1+1=2,
(ii) 5> 6,

)

)

(iii) [{1,1,1}] = 3,

(iv) Januari har 31 dagar.

Vi ser att (i) och (iv) &r sanna péastdenden, medan (ii) och (iii) ar falska (kom
ihag att [{1,1,1}| = |{1}| = 1). Féljande uttryck

e 1+1
e Tomtar och troll

o {1,1,1}?

ar inte pastaenden; de dr varken sanna eller falska.

I datorsammanhang later man ofta talet 0 betyda falskt och talet 1 betyda
sant. Vi kommer anvinda denna konvention, och i detta kompendium kommer
ett pastaende P alltsd ha viardet 0 om det ar ett falskt pastdende och vérdet
1 om det &ar sant. Att skriva P = 1 &r alltsd samma sak som att sdga ”P &r
sant”.

Definition 1.3.1. Vi infor beteckningen B = {0,1}. Om z € B kallas = for en
Boolesk variabel. A

En Boolesk variabel har alltsd antingen vérdet 0 (falskt) eller 1 (sant). Alla
pastaenden &r Booleska variabler. George Boole var en brittisk matematiker
verksam pa 1800-talet, som inférde olika sétt att kombinera Booleska variabler,
sa kallad Boolesk algebra. Den Booleska algebran anvinder bland annat féljande
symboler.

Definition 1.3.2. Lat P och @ vara tva Booleska variabler. Da ar PV () en
ny Boolesk variabel som har virdet 1 om ndgon av P och @ har virdet 1, och
annars vérdet 0. A

Definition 1.3.3. Lat P och @) vara tva Booleska variabler. Da ar P AQ en ny
Boolesk variabel som har viardet 1 om bdde P och @) har viardet 1, och annars
vardet 0. A

Symbolen V utléses “eller” och symbolen A utldses “och”. Vi kan alltsa se PV Q
som pastaendet "P eller @7, och P A () som pastaendet ”P och Q”. I dator-
sammanhang anvénds ofta de engelska orden OR for V och AND for A.

Exempel 1.3.4. Nedan foljer fyra pastaenden:



(iv) ((1 =1)Vv(be IB)) A (Vinkelsumman i en triangel dr 90°).

Pastaende (i) dr sant eftersom bade 1 +2 = 3 och 5 > 4 &r sant. Pastaende
(ii) &r sant eftersom 0 = 0 &r sant. Pastaende (iii) ar falskt eftersom = = 2 och
x = 3 omojligen kan vara sanna samtidigt oavsett virde pa x. Pastaende (iv)
ar falskt eftersom vinkelsumman i en triangel inte ar 90°.

Om vi kombinerar V och A i samma pastaende, som i (iv), behover vi anvinda
parenteser for att visa i vilken ordning vi ska ldsa delpastaendena. Faktum &r
att pastaendet

(ivly 1=1)Vv ((5 € B) A (Vinkelsumman i en triangel &r 900))
ar sant. A

Lagg marke till att V och A i sjilva verket &r tva funktioner med definitions-
méangd B x B och malmangd B. Funktionernas indata ar alltsa ett ordnat par
(P, @) och utdata &r den Booleska variabeln PV @ respektive PAQ. Ett vanligt
séitt att visa vilka varden sadana har Booleska funktioner antar for olika indata
ar med hjélp av sanningstabeller. Sanningstabellerna for PV Q och PAQ) visas
nedan.

P Q P Q
0 0 0 o
1 0 1 0
0 1 0 1
11 11

— == o<

Vi kan dven anvénda sanningtabeller for att analysera mer komplicerade sam-
mansatta pastaenden. Ett exempel f6ljer nedan for (P V Q) A R.

T

e = = IR

Q| (

i
<
Q

)AR

RO R, OORO|N
_ R, ORORFROOID
R RO, OOCO|N
=0 0O 0o o0

Tva andra viktiga Booleska funktioner ar negation och implikation. Dessa de-
finieras pa foljande sétt.

Definition 1.3.5. Lat P vara en Boolesk variabel. D4 dr =P en ny Boolesk
variabel som har véardet 1 om P har vardet 0, och 0 om P har vérdet 1. A



Definition 1.3.6. Lat P och ) vara tva Booleska variabler. Da ar P — @
en ny Boolesk variabel som har virdet 0 om P har viardet 1 samtidigt som @
har véardet 0, och annars vardet 1. A

Symbolen — utléses "icke” (pa engelska: NOT) medan P — (@ kan utlisas
antingen ”P implicerar Q)" eller om P s& )”. Sanningstabellerna for dessa
funktioner visas nedan.

- P Q|P = Q
p|-P 0 0 1
0] 1 1 0 0
1] 0 0 1 1

1 1 1

Exempel 1.3.7. Implikation (=) ar mycket vanligt i matematiska pastaen-
den. Nedan foljer nagra exempel.

(i) "Om n &r ett jamnt tal s &r n + 1 ett udda tal”, vilket kan skrivas
(n &r ett jamnt tal) = (n + 1 &r ett udda tal)

(ii) "Om n ar ett heltal sa ar n ett jamnt eller udda tal”, vilket kan skrivas
(neZ) = ((n ar ett jamnt tal) V (n ar ett udda tal))

(iii) "Om B &r en delméngd av A, och C &r en delméngd av B, sa ar C en
delméngd av A”, vilket kan skrivas

((BQA)/\(CQB)> — (C C A)

(iv) ”Om 5 tillhor den tomma méngden sa ar 1 = 27, vilket kan skrivas
be®) = (1=2)

Alla dessa pastaenden ar sanna. Pastaende (i) bevisade vi som Sats 1.0.3, och
pastéende (ii) kommer vi att bevisa som Sats 1.4.5. Pastéende (iii) bevisas i
Ovning 1.11. Pastaende (iv) dr sant eftersom P = @ alltid &r sant nir P
ar falskt, vilket kan ses i sanningstabellen. A

Vi kan ocksd anvinda venndiagram for att illustrera Booleska funktioner. Vi
ritar da upp en cirkel fér varje indatavariabel s& att cirklarna delvis 6verlappar,
och ténker oss att varje variabel har viardet 1 inuti sin respektive cirkel och 0
utanfor. Vi farglagger sedan de omraden som motsvarar att funktionen i fraga
ger 1 som utdata. Se Figur 1.7.

PVQ PAQ P P = Q

(9 |G y

Figur 1.7: Venndiagram for nagra Booleska funktioner.
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Med hjélp av venndiagrammen ovan kan vi tolka de Booleska funktionerna
som méangdoperationer, och vi ser att funktionerna V och A motsvarar méngd-
operationerna union (U) respektive snitt (N); jamfor med Figur 1.2 och 1.3.

1.4 Matematiska bevis

Vi har redan sett ett exempel pa en sats och tillhorande bevis i och med
Sats 1.0.3 pa sida 1. Ett sddant bevis, dar man med hjalp av definitioner och
tidigare satser tar sig direkt fran satsens antaganden till dess slutsats, kallas
ett direkt bevis. Nagra fler exempel pé direkta bevis kommer hér.

Sats 1.4.1. (P = Q) = ((-P) VvV Q) for alla P,Q € B.

Bevis. Lat oss jamfora sanningstabellerna for P — @ samt (=P) V Q.

P Q|P=Q P Q|-P|(-P)VQ
0 O 1 0 O 1 1
1 0 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 1 1
1 1 1 1 1 0 1
Detta visar att P = @ och (=P) V @ alltid har samma vérde. O

Sats 1.4.2. Lat X och Y wvara dndliga méingder, med | X| = k och |Y| = n.

Antalet majliga olika funktioner frain X till'Y dr nF.

Bevis. En funktion f: X — Y maéste ge ett virde f(z) € Y till varje element
z € X. Det finns |X| = k olika element i X, och alla dessa ska fa ett funk-
tionsvirde. Antalet mojliga olika funktionsvirden ar |Y| = n. Vi maste alltsa
valja k stycken funktionsvérden, och varje virde kan véljas pa n olika sétt.
Enligt multiplikationsprincipen® &r det totala antalet mojliga sitt att vilja
funktionsvéirdena pa

n-n-n---n =nk O

k stycken faktorer

En annan typ av bevis dr motsdgelsebevis (dven kallade indirekta bevis), dar
man bevisar ett pastaende P genom att visa att motsatsen, =P, leder till en
motsigelse, alltséd en omdjlighet. Eftersom —P leder till en omdéjlighet sa kan
inte =P vara sant, och dirfor maste P vara sant.* Ett enkelt exempel foljer pa
nésta sida.

3Multiplikationsprincipen siger att om det finns a sitt att gora ett forsta val pa och b
satt att gora ett andra val pa, sa finns det ab sitt att tillsammans gora de tva valen pa. 1
detta fall har vi k val att gora, och varje val kan goras pa n sitt.

“Denna princip kan formuleras med logiska symboler pa foljande sitt: Om vi kan visa
att implikationen (-P) = @ &r sann, och @ uppenbart ar falskt, s& méste d&ven =P vara
falskt (for 0 == 0 &r sant, men 1 == 0 &ar falskt), och alltsa &r P sant.
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Sats 1.4.3. Det finns inget minsta positivt rationellt tal.

Bevis. Ett positivt rationellt tal kan skrivas pa formen a/b dir bade a och b
ar positiva heltal. Lat oss anta motsatsen till satsens pastaende, alltsa att det
finns ett minsta positivt rationellt tal. Lat oss kalla detta tal x, och skriva
x = a/b dir a och b dr positiva heltal. Betrakta talet y = 2/2 = a/(2b). Aven
y ar ett positivt rationellt tal, och y ar uppenbarligen mindre &n x. Detta
ar en motsagelse, for x var det minsta positiva rationella talet. Alltsd maste
antagandet att det finns ett minsta positivt rationellt tal vara falskt. O

Ett vilkint motsigelsebevis anviinds for att visa att v/2 inte dr ett rationellt
tal.

Sats 1.4.4. \/2 dr inte ett rationellt tal.

Bewvis. Antag motsatsen, det vill siiga att /2 &r ett rationellt tal. Da kan vi

skriva

V2=2, (1.3)
dér a och b &r heltal och b # 0. Dessutom kan vi anta att braket a/b &r
forkortat sa langt det gar, sa att a och b inte har nagra gemensamma delare
(heltalsfaktorer) forutom 1. Genom att kvadrera ekvation (1.3) och multiplicera
med b? fas

20 = a?, (1.4)

vilket visar att a? &r ett jimnt tal eftersom b? ar ett heltal. Enligt Ovning 1.6
ar ocksa a ett jaimnt tal, 1at sdga att a = 2k for nagot k € Z. Kvadrering ger
da a? = (2k)? = 4k%. Vi siitter in detta i ekvation (1.4) och far efter division
med 2

b2 = 2k2,

vilket séiger att dven b? dr ett jamnt tal. Ovning 1.6 ger att b &r ett jamnt
tal, men da ar bade a och b jamna tal och har alltséd 2 som gemensam delare.
Detta motsiger antagandet vi gjorde om att braket a/b var forkortat sa langt
det gar. Alltsa kan /2 inte vara ett rationellt tal. O

Till sist tar vi upp en typ av bevis som kallas for induktionsbevis. I detta fall vill
vi bevisa en féljd av pastaenden Py, P», P3, ... och sé vidare i all odndlighet.
Vi gor detta genom att

(i) Bevisa att det forsta pastaendet P ar sant,

(ii) Bevisa att P, = Pjy1, det vill siga om Py ar sant sa dr dven Pyiq
sant.

Vi bevisar alltsa forst Pj, och (ii) leder dérefter till att P, maste vara sant,
vilket leder till att P3 méaste vara sant, och sa vidare i all oéndlighet. Steg (i)
kallas for bassteg eller basfall, och steg (ii) kallas for induktionssteg.

Vi kan anvianda induktion for att bevisa foljande.

Sats 1.4.5. Alla heltal dr udda eller jimna tal.
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Beuvis. For att kunna anvinda induktion bérjar vi med att formulera om pé-
staendet till foljande: "n ar ett udda eller jamnt tal”, dar n &ar ett heltal. Vi
kallar detta pastaende P,.

(i) Vi borjar med att vilja ett basfall, alltsa ett forsta pastaende att bevisa.
Till exempel kan vi vélja Py, pastaendet "0 ar ett udda eller jamnt tal”.
Faktum &r att 0 ar ett jamnt tal eftersom 0 = 2 - 0. Alltsa dr Py sant.

(ii) Vi ska nu bevisa induktionssteget, det vill séga att om Py &r sant sa
ar Py sant. Det vi ska bevisa dr att om k dr udda eller jamnt sa &r
dven k+ 1 udda eller jamnt. Har kan vi anvinda Sats 1.0.3. Vi delar upp
beviset i tva fall.

Faoll 1: Om k &r jamnt sa ger Sats 1.0.3 att k£ + 1 &r udda.
Fall 2: Om k &r udda sa ger Sats 1.0.3 att k + 1 ar jamnt.

I bada fallen géller att k + 1 dr udda eller jamnt, vilket var det vi ville
bevisa.

Detta bevisar att alla heltal storre an eller lika med 0 ar udda eller jamna.
Beviset for negativa heltal limnas som Ovning 1.13. O

Sammanfattningsvis kunde vi alltsa visa att 0 dr jamnt, och darfér maste 1
vara udda, vilket betyder att 2 méste vara jamnt, och s vidare.

I en annan variant av induktionsbevis anviander man sig av de tva stegen

(i) Bevisa att det forsta pastaendet P; ar sant,

(ii) Bevisa att (PP APy A--- A Py) = Piya.

I induktionssteget antar man alltsa att alla de tidigare pastaendena &r sanna,
inte bara det senaste. Detta kallas ibland stark induktion. Principen ar den-
samma som for vanliga induktionsbevis: om vi bevisat att P, ar sant foljer det
att P, ar sant. Da ar bade P; och P, sanna, och det foljer att Ps ar sant. Da
vet vi att P, P> och P5 &r sanna, sa Py ar sant, och sa vidare. Ibland kan det
behovas flera basfall, och da kan steg (i) till exempel besta i att bevisa att
bade P; och P, &ar sanna (eller alla P, upp till ett bestdmt virde pa n).

Vi avslutar med ett bevis dar stark induktion anvands.

Definition 1.4.6. Ett heltal storre &n 1 kallas for ett primtal om det inte kan
uttryckas som en produkt av tva mindre positiva heltal. A

Till exempel ar talen 2, 3, 5 och 7 primtal. Déremot &r inte 4 eller 6 primtal,
eftersom 4 =2-2 och 6 =2- 3.

Sats 1.4.7. Varje heltal storre dn 1 dr antingen ett primtal, eller en produkt
av flera primtal.

Bevis. Lat P, vara pastaendet "n dr antingen ett primtal eller en produkt av
flera primtal”, for heltal n > 2. Vi anvénder (stark) induktion.
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(i) Basfallet blir Ps, vilket &r sant eftersom 2 &r ett primtal.

(ii) For induktionssteget antar vi att Py, P, ..., Py &r sanna upp till nagot
tal k. Vi ska bevisa Pyi1, att k + 1 antingen ar ett primtal eller en
produkt av flera primtal.

Fall 1: Om k + 1 &r ett primtal sa &r vi klara.

Fall 2: Om k+1 inte ar ett primtal méaste vi bevisa att k41 &r en produkt
av flera primtal. Eftersom k4 1 inte &r ett primtal &r k+1 =a-b, dir a
och b ar positiva heltal mindre &n k + 1, enligt Definition 1.4.6. Varken
a eller b kan vara lika med 1, eftersom det andra talet da skulle vara lika
med k4 1. Talen a och b &r alltsa heltal storre &n 1 men mindre &n k+ 1.
Enligt vart induktionsantagande &r P, och P, da sanna; a dr antingen
ett primtal eller en produkt av primtal, och detsamma géller b. Alltsa ar
k+ 1= a-ben produkt av flera primtal.

Déarmed har vi bevisat satsen med hjalp av (stark) induktion. O

Ovningar

Grundliaggande uppgifter

Ovning 1.1. Lista alla element i foljande méngder.
(i) A={z€Z|0<zx+2<4}

)

(i)

(ili) C={2z+5 |z € B}
)
)

—

B={zecZ| (22=4)V (23 =27)}

(iv) AnC

(v

Ovning 1.2. Lat A = {1,2,5, 7, {1,2},{9,27}}. Vilka av foljande mangder &r
delméngder till A?

(AUB)\C

B = {r,5}

C=1{1,1,2}
D ={m,—7}
E=1{9,27}

F = {{9,27}}
G ={1,2,5,7{1,2},{9,27}}

Ovning 1.3. Ar de tva méngderna lika med varandra? Om de &r lika, motivera

varfor! Om de inte dr lika, ge ett exempel pa ett element som finns i den ena
mangden, men inte i den andra.

(i) {0,1} och {{0,1}}
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(ii) {r€Z |22 =4} och {x € Z | 23 =8}
(iii) {1 — 2 | x € B} och {2? | z € B}

(iv) {2z +1 |z € Z} och {22 — 1 | z € Z}
(v) {Va? |z €Z}och {z €Z |z >0}

Ovning 1.4. Bevisa att ett heltal inte kan vara bade udda och jamnt pa
samma gang.

Ovning 1.5. Bevisa att det inte finns nagot storsta heltal.

Ovning 1.6. Lat z vara ett heltal. Bevisa att om 22

dven x ett jAmnt tal.

ar ett jamnt tal sa ar

Ovning 1.7. Vilka av foljande regler definierar funktioner i matematisk me-
ning? For de regler som inte definierar funktioner, forklara varfér de inte &r
funktioner.

(i) f:Z — Z tar indata x och ger som utdata f(z) = x med 50 % sanno-
likhet och f(z) = 2 + 1 med 50 % sannolikhet.

(ii) f:Z — Z tar indata = och ger som utdata f(z) = 2.

(iii) f:7Z — Z tar indata x och ger som utdata f(z) antalet femmor i talet
x da z skrivs i det vanliga decimala talsystemet (det vill sdga sa som vi
brukar skriva tal med siffrorna 0 till 9).

(iv) f:Z — {0,1} tar indata x och ger utdata f(z) =1 om det idag &r den
x:te dagen i méanaden, annars f(z) = 0.

(v) Lat T vara méngden av alla mojliga trianglar i planet. f : T"— R tar en
triangel x som indata och ger som utdata f(x) triangelns area.

(vi) f: {1,2} — R tar indata = och ger utdata f(z) = 5 om = = 1 och
f(z) =2om x = 2.

(vii) f: R — R tar indata z och ger utdata f(z) = 1 om z &ar ett rationellt
tal, annars f(z) = 0.

Ovning 1.8. Vilka av foljande &r pastaenden? Vilka av pastaendena ar sanna?

(i) Vinkelsumman i en triangel
(ii) Helium &r ett grunddmne

(iii) 6 =243
(iv) 0
(v) 5A3

(vi) O C {4,6,8}
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Ovning 1.9. Ar de tva funktionerna f och g lika med varandra? Om de inte
ar lika med varandra, forklara varfor!

(i) f:R — Z som ges av

f(m):{l om z € Z,

0 annars,

och g:Z — Z som ges av g(z) = 1 for alla z € Z.
(ii) f:R — R som ges av f(z) = 2z och g : Z — 7Z som ges av g(z) = 2z.
(iii) f:Z — Z som ges av f(z) = Va2 och g : Z — Z som ges av g(z) = x.
(iv) f:7Z — 7Z som ges av

0 om z =0,
flz)=q¢fx—1)+1 omzx >0,
flz+1)—1 omux <O,

och g : Z — 7Z som ges av g(z) = z for alla z € Z.

Ovning 1.10. Lat P och Q vara Booleska variabler och bevisa att

(i) ~(PAQ) = (=P)V (=Q),
(i) ~(PV Q) = (=P) A (=Q).

(Dessa likheter kallas De Morgans lagar efter matematikern Augustus De Mor-
gan.)

Ovning 1.11. Lat A, B och C vara mingder. Visa med hjélp av definitionen
av delméngd att om B C A och C C B sa ar C C A.

Ovning 1.12 (%). Lat n > 0 vara ett heltal. Visa att summan av de n forsta
tvapotenserna #r lika med 27! — 1. Alltsa, visa att

20 4ol 4924 yon—ontl_q

Ovning 1.13. Slutfor beviset av Sats 1.4.5 genom att visa att dven alla nega-
tiva heltal ar udda eller jamna tal.

Mer avancerade uppgifter

Ovning 1.14. Bevisa att

(i) summan av tva udda tal ar jamn,
(ii) produkten av tva udda tal dr udda.

Ovning 1.15 (). Bevisa att det finns o#ndligt manga primtal.
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Ovning 1.16. Bevisa att om A och B #r dndliga méngder s& &r
A% B| = |A|-|B].
Ovning 1.17. Hur méanga olika funktioner finns det fran B x B till B?

Ovning 1.18. En funktion Y fran B x B till B kan definieras genom att lata
P Y @ ha viardet 1 om P eller ), men inte bida, har viardet 1. Funktionen ¥
kallas XOR (exclusive OR) och har sanningstabellen nedan.

P Q|PYQ
0 0 0
1 0 1
0 1 1
11 0

(i) Hur ser venndiagrammet for P VY @Q ut?
(ii) Skriv upp sanningstabellen for (P Y Q) ¥ R.
(iii) Visa att P Y @ kan uttryckas med hjilp av funktionerna V, A och —.

Ovning 1.19 (). Vi kan definiera ytterligare en funktion fran B x B till B
genom att satta

P1Q==(PAQ)

for alla P,@Q € B. Funktionen 1 kallas NAND (NOT AND) och har sanningsta-
bellen nedan.

P Q|P1Q
0 o 1
1 0| 1
0 1| 1
1 1| 0

Ett intressant faktum &ar att alla mdjliga Booleska funktioner kan uttryckas
som kombinationer av endast NAND. Till exempel ar

~P—P1P,
vilket 14tt kan verifieras med en sanningstabell.
(i) Bevisaatt PAQ = (P1Q) 1T (P1TQ).
(ii) Bevisa att dven PV @ kan uttryckas som kombinationer av 1.

(iii) Hur skulle man kunna bevisa att alla mojliga funktioner fran B x B till
B kan uttryckas som kombinationer av 17

Ovning 1.20. Lat A och B vara méngder. Visa med hjilp av definitionen av
delméngd att om A C B och B C A sa ar A = B. (Detta ar ett vanligt sétt
att visa att tva méangder ar lika med varandra.)
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Ovning 1.21. Lat A, B och C vara méngder. Bevisa att likheterna

() (AUB)\C = (4\C)U(B\C)
(i) C\(AUB)=(C\A)N(C\ B)

alltid géller, det vill sdga att médngderna i vinsterledet och hégerledet innehéaller
samma element.

Ovning 1.22 (x). Lat A och B vara mingder. Bevisa att
(AxB)N(BxA)=(ANB)x (ANB).

Ovning 1.23 (%x). Lat F vara Fibonaccifunktionen fran Exempel 1.2.5. Be-
visa att

¢"—(1—-9)"
V5

dir ¢ = (1 ++/5)/2 ér det gyllene snittet, som loser ekvationen ¢? = ¢ + 1.

F(n) = for allan € Zzg ={z € Z | x > 0},

Programmeringsuppgifter

Ovning 1.P1. Skriv ett program som beriknar och skriver ut det n:te Fibo-
naccitalet, alltsd F'(n) fran Exempel 1.2.5. Anvind programmet for att rdkna

ut F(5), F(10), F(20) och F(40).

Ovning 1.P2 (). Skriv ett program som beriknar och skriver ut kvoten
F(k+1)/F(k) for k =1,2,...,n, ddr n ar ett givet positivt heltal. Anvéand
programmet for att skriva ut kvoterna upp till och med n = 30. Vad verkar
hénda?
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2 Hur kan en dator rakna?

I en dator lagras all information som en foljd av ettor och nollor. I datorns
minne finns langa rader av smé elektroniska komponenter som kan véxla mellan
hog spanning (vilket tolkas som 1) och lag spanning (vilket tolkas som 0). Pa
samma sitt kan information Gverforas, till exempel genom en optisk fiber déar
ljussignalen ar stark (tolkas som 1) eller svag (tolkas som 0). En f6ljd av ettor
och nollor kan tolkas pa olika sétt, till exempel som ett tal (’71’), ett tecken i
en text (’G’), eller fiargen pa en pixel i en bild.

Detta kapitel och nésta handlar om hur datorer kan lagra tal och rédkna med
dem. Grundprincipen ar densamma i all modern elektronik — vi talar alltsa inte
bara om "vanliga” datorer, utan &ven om mobiltelefoner, spelkonsoler, minirék-
nare, mikrovagsugnar, digitala klockor och sa vidare. Detta kapitel handlar om
heltal, nésta kapitel om tal med decimaler.

Ibland kan datorernas sitt att rdkna péa leda till forvanande resultat. Till ex-
empel kan, under vissa omsténdigheter, 255 + 1 bli 0 istéllet fér 256, och pa
samma satt kan 0 — 1 bli 255. Detta aterkommer vi till i avsnitt 2.2, men forst
ska vi g& igenom hur en dator 6éver huvud taget lagrar tal.

2.1 Binira tal och osignerade heltal

Datorer kan alltsd bara lagra ettor och nollor, vilket betyder att de maste
anvanda det binéra talsystemet. For att forstd hur det binéra talsystemet fun-
gerar borjar vi med att repetera hur vart vanliga decimala talsystem fungerar.
Nér vi skriver ett tal som 3405 menar vi egentligen

3405 =3-10°+4-1024+0-10' +5-10°
=3.1000+4-100+0-10+5-1.

Siffrornas position i talet 3405 avgor vilken tiopotens varje siffra ska multipli-
ceras med, fran 100 for entalssiffran langst till héger och sa vidare. Basen i
det decimala talsystemet &r 10, vilket aterspeglas i att vi anvinder potenser
av talet 10, och har tio olika siffror (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 och 9).

I det bindra talsystemet &r basen 2, och vi anvinder da istéllet potenser av
talet 2, och har endast tva olika siffror (0 och 1). Ett exempel pa ett tal skrivet
i det binéra talsystemet &r

11010 =1-2*+1-2340-22+1-2'+0-2°
=1-164+1-840-44+1-2+0-1
=16 + 8 + 2 = 26, (2.1)

vilket som vi ser ar talet 26. Talet 26 ar detsamma oavsett om vi skriver det
som 26 (i bas 10) eller 110102 (i bas 2); det dr bara olika sétt att skriva talet
pa. Vi anvinder en liten tvaa (2) till hoger for att visa att ett tal ar skrivet i
bas 2.

Bade det binidra och det decimala talsystemet kan anvindas for att skriva alla
heltal. Om vi har ett tal skrivet i bas 2 sa ar det ldtt att omvandla talet till
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bas 10; vi skriver bara ut tvapotenserna och adderar dem, som vi gjorde i
ekvation (2.1). For att omvandla ett tal skrivet i bas 10 till bas 2 kan vi gora
som i foljande exempel.

Exempel 2.1.1. Skriv talet 3405 i bas 2.

Vi ska bestdmma vilka tvapotenser talet 3405 &r uppbyggt av. Vi kan borja
med att hitta den storsta tvapotensen som ar mindre &n eller lika med 3405.
Foljande lista visar alla tvapotenser mindre &n 10000.

20 =1 27 =128
2l =2 28 = 256
22 =4 29 =512
23 =8 210 — 1024
24 =16 21l = 2048
25 =32 212 = 4096
20 — 64 213 — 8192

Tydligen &r 2'' = 2048 den storsta tvapotensen mindre én eller lika med 3405.
Skillnaden ar 3405 — 2048 = 1357. Detta betyder att

3405 = 2 4+ 1357.

Vi gor likadant med talet 1357 och ser att 219 = 1024 4r den storsta tvapotensen
mindre &n eller lika med 1357. Skillnaden ar 1357 —1024 = 333. Nu vet vi alltsa
att

3405 = 2! + 20 4 333.

Pa samma satt dr 333 = 256 4+ 77, och 77 = 64 + 13. Till sist dr 13 = 8 + 5,
och 5 =4+ 1. Om vi nu sétter ihop allt som vi kommit fram till ser vi att
3405 = 211 210 1 98 1 96 4 93 4 92 4 90
=122 41.21940.2941-2840-2"+1-2040-25+0-2%+
+1-2241-2240-2141-2°,

Detta betyder att 3405 = 11010100 11015. A

Om vi har tva tal skrivna i bas 2 sa kan vi addera, subtrahera, multiplicera
eller dividera dem f6r hand precis som vi &r vana att géra med tal skrivna i
bas 10.

Exempel 2.1.2. Berdkna summan av 27 = 110115 och 51 = 1100115.

Vi kan gora en vanlig additionsuppstéllning, och ga fran hoger till vénster
och summera en sifferposition i taget. (De smé understrukna ettorna nedan &r
minnessiffror som flyttas 6ver till positionen till vanster eftersom resultatet i
nuvarande position blev 2 = 109 eller storre.)

1

Steg 0. 110011, Steg 1. 1100112
-+ 11011, -+ 11011,
02
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11 11

Steg 2. 1100114 Steg 3. 1100114
4+ 11011, + 11011,
109 1109

11 11
Steg 4. 1100114 Steg 5. 1100114
4+ 11011, 4+ 11011,
1110, 01110,

11 11 11 11
Steg 6. 110011, Steg 7. 110011,
4+ 11011, 4+ 11011,
0011102 10011102

Summan &r alltsd 1001110,. I bas 10 blir talet 26 4+ 23 4+ 22 4+ 2! = 78, vilket
saklart &r 27+ 51. For oss ménniskor dr det férmodligen lattare att genomfora
additionen direkt i bas 10 istéllet. For en dator &r det istdllet snabbare att
anvanda bas 2. Vi ska titta ndrmare pa hur man faktiskt kan konstruera en
maskin som adderar heltal i bas 2 i avsnitt 2.3. A

Osignerade heltal. En siffra i ett tal skrivet i bas 2 kallas en bit (fran
engelskans binary digit, alltsi "binér siffra”). Datorer har en begridnsad méangd
minne, och darfor lagras tal oftast med ett bestdmt antal bitar, till exempel
8 bitar. Vi kan ténka oss att datorn har 8 stycken lador som var och en kan
innehélla antingen en etta eller nolla, som i figuren nedan.

[oTo[1T1 0[1[o[0l,

N
N
\.;_
[\)
[\]

Talet som lagras har ar 00110100 = 1101003 = 52 (de inledande nollorna
paverkar ju inte talets virde). Ett tal som lagras pa det hir sdttet med N bitar
(dar N &r ett positivt heltal) kallas ett N-bitars osignerat heltal (pa engelska
N-bit unsigned integer). Ordet osignerat betyder att vi inte har lagrat nagot
tecken (sign pa engelska), alltsa information om huruvida det &r ett negativt
eller positivt tal. Osignerade heltal kan dérfor inte vara negativa. Foljande sats
berattar vilka viarden som ett IN-bitars osignerat heltal kan anta.

Sats 2.1.3. Lat N wvara ett positivt heltal. Ett N-bitars osignerat heltal kan
anta 2N olika virden, ndimligen

0,1,...,28 —1.

Bewvis. Vi bevisar pastaendet med hjélp av induktion 6ver N.

I basfallet &r N = 1 och péastaendet dr uppenbarligen sant eftersom 1 bit kan
anta 2 = 2! olika viirden, och dessa virden #r 0 och 1 =2 — 1.

Antag att pastaendet ar sant for N = k, alltsa att ett k-bitars osignerat heltal
kan anta de 2F olika virdena 0,1, ...,2% — 1. Vi ligger nu till en bit lingst till
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vanster, s& att vi far ett k + 1-bitars osignerat heltal. Om den nya biten satts
till 0 kan vi lagra alla tal fran tidigare, alltsa de 2* viirdena 0,1,...,2% — 1.
Om den nya biten sitts till 1 kan vi lagra de 2¥ nya virdena

ok ok 41, 2k 49k 1

(de gamla vérdena plus 2k vilket &r den tvapotens som multipliceras med den
nya biten). Vi ser att det totalt blir 2F 4 2F = 25+1 virden, nimligen

0,1,...,2F —1,2F ok 41, ... 2kl 1.

Déarmed &r pastaendet sant d&ven for N = k + 1 och vi har bevisat satsen med
hjalp av induktion. O

Exempel 2.1.4. Ett 8-bitars osignerat heltal kan anta 28 = 256 olika viirden,
namligen 0,1, ...,255. (En foljd av 8 bitar brukar kallas en oktett eller en byte.
En byte kan alltsd anta 256 olika vérden.)

Ett 32-bitars osignerat heltal kan anta 232 = 4294967296 (6ver 4 miljarder)
olika vérden, fran 0 till 4294967 295. (Detta motsvarar 4 byte.)

Ett 64-bitars osignerat heltal kan anta 264 = 18 446 744 073 709 551 616 (ett tal
med 20 siffror i bas 10) olika viirden, fran 0 till 254 — 1. (Detta motsvarar 8
byte.) A

2.2 Overfldde och kongruensrikning

Vad hénder om virdet som ska lagras i ett N-bitars osignerat heltal ar for
stort? Som exempel, lat oss sidga att vi anvénder 4-bitars osignerade heltal och
vill addera talen 10113 = 11 och 11002 = 12. Summan blir 101115 = 23, men
detta véirde kan ju inte lagras med endast 4 bitar som de ursprungliga talen.

fof1]1],
+ [f1fofol,
= tlof1[1]1],

24 23 22 21 2[)

Detta kallas for dverflode (pa engelska overflow), och innebér att man férsoker
lagra ett viarde som &r antingen for stort eller for litet for det antal bitar som
man arbetar med (i fallet med 4 bitar antingen storre &dn 15 eller mindre &n 0).

Hur 6verfléde hanteras beror pa vilken typ av dator och &ven vilket program-
meringssprak man anviander. Vanligtvis hdnder nagot av foljande:

(i) Datorn utokar automatiskt antalet bitar som anvénds for att lagra talet
sa att det far plats. Resultatet i exemplet ovan kan da bli 2
med 5 bitar, eller ocksa [0]0]0][1]0]1[1][1]5 med 8 bitar, eller i allménhet
ett M-bitars osignerat heltal dar M ar vilket heltal som helst stort nog
for att virdet ska kunna lagras. (S& hér fungerar till exempel program-
meringsspraket Python.)
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(ii) Datorn andrar virdet pa talet till det storsta som gar att lagra (om
talet var for stort), eller det minsta som gar att lagra (om talet var for
litet), utan att dndra antalet bitar. I exemplet ovan skulle resultatet bli
[1]1]1]1], det vill séga 15, vilket &r det storsta tal som kan lagras med
4 bitar. (Det héar kallas pa engelska clamping eller saturation och anvénds
bland annat ofta av grafikkort.)

(iii) Datorn slanger bort de siffror som inte far plats och lagrar alltsa bara
siffrorna langst till hoger i talet (de minst signifikanta siffrorna). I ex-
emplet ovan blir resultatet 2 det vill sdga 7. Det har ar samma
sak som kongruensrikning modulo 2%, vilket vi kommer g& in mer pa
strax. (Det hér anvinds bland annat av programmeringsspraket C.)

Metod (i), ddr datorn automatiskt utokar antalet bitar s& att talet far plats,
har forstas en stor fordel i och med att summan blir vad man forvintar sig.
Det finns ocksa en nackdel, ndmligen att det dr langsammare &n att behalla
ett fixt antal bitar. Metod (ii) och (iii) &r alltsd snabbare, och av dessa &r (iii),
som vi sa dr detsamma som kongruensrédkning, den vanligaste. Vi ska déarfor
fordjupa oss lite i kongruensriakning, eller modulordkning som det ocksa kallas.

Definition 2.2.1. Lat a och b vara heltal, och 14t n vara ett positivt heltal.
Vi séger att a och b ar kongruenta modulo n om de uppfyller a = b + kn for
nagot heltal k. Om s& ar fallet skriver vi

a=b (modn),
vilket utlises "a &r kongruent med b modulo n”. AN

Exempel 2.2.2. Kongruensrikning brukar jamféras med hur en vanlig analog
12-timmarsklocka fungerar. Om klockan &r 3:00 pa natten star timvisaren pa
3, som i Figur 2.1.

Figur 2.1: Analog klocka som visar klockan 3.

Efter 12 timmar &r klockan 15:00, men timvisaren star aterigen pa 3, och
klockan ser alltsa likadan ut. Detta beror pa att 15 = 34 1 - 12, vilket innebér
att 15 = 3 (mod 12) enligt Definition 2.2.1. Talen 15 och 3 &r alltsa kongruenta
modulo 12. A

®Kongruens kan ocksa definieras som att ¢ = b (mod n) om a och b har samma rest vid
division med n. Detta innebér att a = pn 4+ r och b = gn + r, dér p och ¢ &r heltal och r
ar ett heltal som uppfyller 0 < 7 < n — 1. Denna definition &r likviardig med var definition,
vilket visas i Ovning 2.7.
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Definition 2.2.3. Lat n vara ett positivt heltal. Givet ett heltal a definierar
vi Mod,,(a) som det tal i méngden {0,1,...,n — 1} som uppfyller

Mod,(a) =a (mod n).
Notera att Mod,, ar en funktion fran Z till méngden {0,1,...,n — 1}. A

Till exempel &r Modj2(15) = 3 och Mod;2(3) = 3, medan Mod;2(12) = 0.

Exempel 2.2.4. Nu atervander vi till de N-bitars osignerade heltalen. Ett
sadant tal kan enligt Sats 2.1.3 anta 2%V olika virden och motsvarar dirfor en
"klocka” med 2%V timmar. I exemplet med 4 bitar blir det 2* = 16 timmar (fran
0 till 15), som i Figur 2.2.

Figur 2.2: En klocka med 16 timmar.

Figuren visar ocksa att om vi som tidigare ska addera talen 10115 = 11 och
11002 = 12 (det vill séga vi startar pa klockan 11 och gar 12 steg medurs) s&
hamnar vi pa 7 = 01115, samma svar som metod (iii) gav. Detta beror pa att
23=T7+1-16,s4 23 =7 (mod 16) och Mod;4(23) = 7. A

Exempel 2.2.5. Vi kan lagra 255 = 111111115 och 1 = 00000001 som
8-bitars osignerade heltal. Om vi adderar talen far vi 256 = 1000000002,
vilket inte kan lagras med 8 bitar. Om &verflodet hanteras med metod (iii) ska
den forsta ettan i talet sldngas bort, och resultatet blir alltsd 0000 00002 = 0.
Eftersom 256 = 0 + 1 - 28 sa dr Modas (256) = 0. A

Exempel 2.2.6. Subtraktion av osignerade heltal kan ocksa leda till 6verflode.
Till exempel blir 11 — 12 = —1, men negativa viarden kan ju inte lagras i ett
osignerat heltal. Om metod (ii) anvénds for att hantera 6verflodet lagras istéllet
det minsta mojliga virdet, ndmligen 0.

Om déaremot metod (iii) anvénds lagras istéllet talet x = Mod,n (—1), det vill
siiga det heltal 2 mellan mellan 0 och 2V — 1 som uppfyller z = —1 (mod 2V).
Enligt Definition 2.2.1 ska z alltsé uppfylla

r=—1+k 2V

Eftersom dessutom 0 < z < 2 — 1 maste vi vilja k =1, s& att x = oN _ 1,
Talet = beror alltsd pa N, antalet bitar. Om N = 4 som i Exempel 2.2.4 blir
vardet som lagras = 15 (jamfér med Figur 2.2). A

Ett begrepp som &r relaterat till kongruensriakning ar delbarhet. Ett satt att
beskriva det &r att ett heltal a delar ett annat heltal b nér divisionen b/a gar
jamt ut.
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Definition 2.2.7. Ett nollskilt heltal a delar ett annat heltal b ifall det finns
ett heltal k sa att ak = b. Man séger ocksa att b dr delbart med a. Talet k
kallas for kvoten mellan a och b. A

Man kan formulera detta som att a delar b ifall b ingar i a:s multiplikations-
tabell. Ett annat sdtt att formulera delbarhet dr att det nollskilda heltalet a
delar heltalet b ifall kvoten k = b/a &ar ett heltal, eftersom

b
ak =a— =0.
a

I Ovning 2.10 ges ett ytterligare sétt att beskriva delbarhet, den hér gangen i
termer av kongruenser.

Exempel 2.2.8. Talet 5 delar 25 med kvot 5, eftersom 5-5 = 25. Talet 6 delar
inte 21, eftersom 21/6 = 7/2 inte &r ett heltal. A

2.3 En additionsmaskin for heltal

De Booleska funktionerna V, A, = och = som vi larde oss om i kapitel 1 kan
alla konstrueras som elektroniska komponenter, och kallas da logiska grindar.
En logisk grind tar bindra indatasignaler (som var och en har vérdet 0 eller 1)
och ger en binér utdatasignal. Till exempel visas i Figur 2.3 en OR-grind som
representerar den Booleska funktionen “eller”.6

4] [B]

Figur 2.3: En OR~grind, som ger utsignalen R = AV B.

Den del av datorn som utfér heltalsberdkningar kallas ALU efter engelskans
arithmetic logic unit (ungefar "aritmetisk-logisk enhet”) och ar en del av da-
torns processor. ALU:n bestar i princip av en massa sammankopplade logiska
grindar, som anvands for att exempelvis addera eller multiplicera heltal.

Vi ska nu visa hur det ar mojligt att med hjélp av logiska grindar bygga en
maskin som adderar tva heltal. Vi antar att tva N-bitars osignerade heltal ska
adderas. For att undvika 6verflode ska summan ha N +1 bitar, vilket illustreras
i fallet N =4 1 Figur 2.4 (det vérsta fallet har dr 11115 4+ 11115 = 111109, s&
5 bitar riacker for summan).

6Som Ovning 1.19 visade s& kan alla Booleska funktioner uttryckas som kombinationer
av funktionen NAND. Det racker alltsd att kunna konstruera en elektronisk NAND-grind
och koppla ihop flera saddana.
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Figur 2.4: Additionsuppstéllning fér addition av 4-bitars osignerade heltal. De
mindre rutorna &r platser féor minnessiffror.

Vi kommer bygga upp additionsmaskinen i tre steg. Forst bygger vi maskiner
som kan addera en enda kolumn i Figur 2.4, alltsa tva eller tre bitar at gangen.

Steg 1. Vi bygger forst en maskin som kan addera tva fristdende bitar. Vi
kallar denna maskin for 42, och den ska fungera som Figur 2.5 visar, alltsa ta
tva bitar A och B som indata och ge tillbaka ett 2-bitars osignerat heltal R
som utdata. Vi kallar bitarna i talet R for Ry (biten 2') och Ry (biten 2°).

4] [B]

R

Figur 2.5: Maskin som adderar tva fristdende bitar.

Malet ar att ta reda pa hur maskinen 42 kan byggas upp av logiska grindar.
Vi kan anvinda en variant av en sanningstabell for att se vilka virden R; och
Ry ska ha; se Tabell 2.6.

A B| R |R Ry
0 0]00,] 0 0O
1 0|01, 0 1
0 1]0l;] 0 1
1 1)1 1 0

Tabell 2.6: Visar vilka varden R; och Ry antar som funktion av A och B.

Som vi ser i Tabell 2.6 ska R; vara 1 precis d& bade A och B &r 1. Detta
betyder forstas att Ry = A A B. Vi ser ocksa att Ry ska vara 1 da antingen A
eller B ar 1, men inte bida. Detta stdmmer precis in pa funktionen XOR (V)
som vi introducerade i Ovning 1.18 och vars sanningstabell ser ut sa hér:

P Q|PYQ
0 0 0
1 0 1
0 1 1
11 0
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Alltsd ar Ry = A Y B. Vi har darmed kommit fram till att +o-maskinen kan
konstrueras med hjélp av en AND-grind och en XOR-grind enligt Figur 2.7.

R Ry R Ry

Figur 2.7: Konstruktion av maskinen + med en AND-grind och en XOR-grind.

Steg 2. Naésta steg &ar att bygga en maskin, som vi kallar for +3, som kan
addera tre fristdende bitar. Vi behdver den tredje biten for att kunna ta med
en minnessiffra ndr vi summerar en kolumn. Figur 2.8 visar hur maskinen +3
ska fungera; den ska ta tre bitar A, B och C som indata och ge tillbaka ett
2-bitars osignerat heltal R som utdata, med bitar Ry och Ry som tidigare.
Tabell 2.9 visar vilka virden Ry och Ry antar i det hér fallet.

Figur 2.8: Maskin som adderar tre fristdende bitar.

A B C| R |R R
0 0 01]00,] 0 0
1 0 0[]0l 0 1
0 1 0]01,] 0 1
0 0 1]01,] 0 1
1 1 0]10,]1 0
1 0 1]10o| 1 0
0 1 110, 1 0
1 1 1 ]11,] 1 1

Tabell 2.9: Visar vilka virden R; och Ry antar som funktion av A, B och C.

Tydligen ska R; vara 1 precis dé tva eller fler av indatabitarna ar 1. Ett sitt
att skriva detta pa ar Ry = (AAB)V(BAC)V(AANC), vilket &r sant precis da
(minst) tva av bitarna dr 1. Nar vi kopplar ihop motsvarande logiska grindar
far vi komma ihag att PV Q V R egentligen betyder (P V Q) V R (alternativt
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PV (QV R); hur parenteserna placeras spelar ingen roll i detta fall), s& att
R = ((A/\B)V(B/\C’)) V(ANO).

Detta uttryck 6versatt till logiska grindar ger den maskin som visas i Figur 2.10.

Figur 2.10: En maskin som beréknar den forsta biten R;.

Att konstruera en maskin som berdknar den andra biten Ry i utdata fran +3
limnas som Ovning 2.14.

Steg 3. Vi kan nu sétta ihop flera +3-maskiner och en +9-maskin for att
genomfora additionen av tva 4-bitars osignerade heltal. Kom ihag additions-
uppstéllningen i Figur 2.4 och hur vi gjorde for att addera tal i Exempel 2.1.2;
vi borjar med kolumnen léngst till héger och arbetar oss vénsterut medan
vi summerar en kolumn i taget. Additionsmaskinen visas i Figur 2.11. Varje
kolumn i additionsuppstéllningen motsvaras av en +s-maskin, forutom den
langst till hoger som motsvaras av en +o-maskin. De grona pilarna visar hur
minnessiffrorna skickas vidare i maskinen.

Term 1 Term 2

Figur 2.11: Den slutliga additionsmaskinen for 4-bitarstal.

2.4 Signerade heltal

Vi har nu sett osignerade heltal, som bara kan vara ickenegativa. Om man vill
kunna lagra &ven negativa tal maste man anvinda signerade heltal (pa engelska
signed integers). 1 ett signerat heltal lagras &ven information som berédttar om
talet &r positivt eller negativt. Detta kan goras pa olika sétt.
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Det enklaste séttet &r med en separat teckenbit som &r 0 for positiva tal och
1 for negativa tal. Det brukar vara biten langst till vinster som anvinds som
teckenbit. Ett 8-bitars signerat heltal kan da se ut som

’ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘0‘22—1100102:_50

2() 2 2| Zi 2_ ZI )l)

eller

@! [1T1]0]0]1]0], = 1100105 = 50.

96 95 94 93 92 91 90

Eftersom en bit anvinds som teckenbit ar det bara 7 bitar kvar for att lagra ta-
lets faktiska virde. En lite méarklig egenskap &r att bade en ”positiv”’ nolla och en
“negativ” nolla kan lagras, ndmligen mmmmmmm 5 och mmmmmm 9.
Naturligtvis d&r 0 = —0, sa dessa representerar egentligen samma tal. Darmed
kan ett N-bitars signerat heltal med separat teckenbit lagra endast 2V — 1
genuint olika virden, fran —(2V—1 — 1) till 2V—1 — 1.

Ett annat sdtt att lagra signerade heltal ar pa sa kallad tvakomplementsform,
vilket &r baserat pa kongruensrikning. Alla N bitar anvands d& som for ett
vanligt osignerat tal, men biten ldngst till vinster (den mest signifikanta biten)
spelar en speciell roll. Om den biten &r 0 har talet samma vérde som motsva-
rande osignerade heltal (vilket &ar ickenegativt). Om den istéllet dr 1 &r talets
virde 2 — 2V (vilket #r negativt), dir x ir motsvarande osignerade heltals viir-
de. Med 4 bitar ar till exempel [0[1]0]1]5 = 01015 = 5 eftersom forsta biten Ar
noll, medan [1[1]0][1], = 11015 — 2* = 13 — 16 = —3 eftersom den férsta biten

ar ett.

Ett enkelt sétt att visualisera tal pa tvakomplementsform &r att tédnka sig en
klocka med 2V timmar, dir 0 &r hogst upp, talen pa hogra sidan #r positiva
och talen pa vénstra sidan ar negativa, som i Figur 2.12 (talet langst ner pa
klockan blir ocksa negativt med den regel vi beskriv tidigare).

Figur 2.12: En klocka med 16 timmar fér tvikomplementsform.

Om vi jamfor Figur 2.12 med Figur 2.2 (det vill sdga motsvarande klocka for
osignerade heltal) s& ser vi att —3 och 13 &r pa samma plats i de tva figurerna.
Detta beror forstas pa att 13 = —3 (mod 16).

Exempel 2.4.1. Som vi sag tidigare lagras talet 50 som mmmm
och talet —50 som mmmm ndr de lagras som 8-bitars signerade
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heltal med separat teckenbit. P& tvakomplementsform blir talet 50 detsamma,
det vill siga [0[0[1][1[0]0[1]0],. Eftersom —50 = 206 (mod 2%) och 206 ir
11001110, i bas 2 sa lagras talet —50 som [1[1[0[0[1]1][1]0], pa tvakomple-
mentsform. A

En fordel med tvakomplementsform &ar att talet noll bara kan lagras pa ett
satt, till skillnad fran metoden med separat teckenbit. Darfor kan signerade
tal pa tvakomplementsform lagra ett varde mer jamfort med tal med separat
teckenbit. En annan fordel ar att additionsmaskiner som den vi konstruerade
i Figur 2.11 gar att anvinda direkt d&ven med negativa tal (medan om talet
lagras med separat teckenbit maste negativa tal hanteras som specialfall).

Exempel 2.4.2. Tabell 2.13 visar vilket virde ett 4-bitarstal har beroende pa
om det tolkas som ett osignerat heltal, ett signerat heltal med separat teckenbit
eller ett signerat heltal pa tvakomplementsform.

Bitar Osignerat Signerat® Signerat”

00002 0 0 0
00012 1 1 1
00102 2 2 2
00119 3 3 3
01002 4 4 4
01019 5 5 b}
01102 6 6 6
01119 7 7 7
10002 8 -0 -8
1001, 9 -1 -7
10104 10 —2 —6
1011, 11 -3 -5
11004 12 —4 —4
11014 13 -5 -3
11109 14 —6 -2
1111, 15 -7 -1

& Med separat teckenbit
> Pa tvakomplementsform

Tabell 2.13: Olika satt att tolka 4 bitar som ett heltal.

Ovningar

Ovning 2.1. Skriv talet 42 i bas 2.
Ovning 2.2. Vilket tal i bas 10 representerar det binéra talet 11010157
Ovning 2.3. Hur manga olika virden kan ett 5-bitars osignerat heltal anta?

Ovning 2.4. En discgolfare ska programmera en dator att lagra sina resultat.
Antalet kast pa en runda kan variera fran 18 till 180 och ska lagras i ett
osignerat heltal. Hur méanga bitar behover talet vara?
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Ovning 2.5. I datorsammanhang anvinds ibland bas 16, med de 16 siffrorna
0,1,2,3,4,56,7,8 9, A, B, C, D, E och F (ddir A = 10, B = 11 och s
vidare till F = 15). Tal i bas 16 kallas for hezadecimala tal. Till exempel &r
FFig = 15-16' 4+ 15 - 16° = 255.

(i) Skriv talet 32 i bas 16.

)
(ii) Vilket tal motsvarar det hexidecimala talet 2B1;47?
(iii) Skriv talet 60 i bas 16.

)

i
(iv) Visa att en siffra i bas 16 motsvarar 4 bitar.

Ovning 2.6. Sant eller falskt?

(i) 6 &r kongruent med 16 modulo 5.
(ii) 8 &r kongruent med 5 modulo 2.
(iii) 120 &r kongruent med 184 modulo 32.

Ovning 2.7 (x). Lat a och b vara heltal och 1at n vara ett positivt heltal. Visa
att de tva pastaendena (i) och (ii) nedan implicerar varandra, det vill sdga att
(i) = (ii) och att (ii) = (i).

(i) Det finns heltal p, ¢ och r, ddr 0 < r < n — 1, sddana att a = pn+r och
b=gn+r.

(ii) Det finns ett heltal & sddant att a = b+ kn (vilket ju &r var definition
av a =b (mod n)).

Ovning 2.8.

(i) Delar 9 talet 1627
(ii) Delar 7 talet 807

Ovning 2.9. Bevisa att om tre heltal a, b och ¢ ar sddana att a delar b och b
delar ¢, sa delar a dven c.

Ovning 2.10. Bevisa att om ett heltal a delar ett heltal b, sa &r b kongruent
med 0 modulo a.

Ovning 2.11. Ett polynom P delar ett annat polynom @ ifall det finns ett
polynom K si att PK = Q. Visa att polynomet z — 1 delar polynomet z2 — 1.

Ovning 2.12. Konstruera en maskin som givet A och B beriknar biten R i
foljande tabell.

—_ 0 O
— o~ ol
o ool
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Maskinen ska vara uppbyggd av sammankopplade logiska grindar, och de grin-
dar som du kan anvinda & OR (V), AND (A), NOT (=) samt XOR (V).

Ovning 2.13 (). Sig att Ay, ..., A, &r bitar, och att A; &r en sérskilt utvald
av dessa. Lat R; vara biten som dr 1 nédr A; = 1 och alla andra bitar ar 0, och
annars 0.

Kan du konstruera en maskin som berdknar R;? Maskinen ska vara uppbyggd

av sammankopplade logiska grindar, och de grindar som du kan anvinda &r
OR (V), AND (A), NOT (=) samt XOR (V).

Tips: Los Ovning 2.12 och generalisera resonemanget.

Ovning 2.14. Konstruera en maskin som givet A, B och C beriiknar biten
Ry i Tabell 2.9. Din maskin ska vara uppbyggd av sammankopplade logiska
grindar, och de grindar som du kan anvidnda dr OR (V), AND (A), NOT ()
samt XOR (V).

Ovning 2.15. Konstruera en maskin som givet A, B och C beriiknar biten R
i foljande tabell.

= O OO0 O
—m oo~ RR,ROoO|m
— o~ OROR OO
o oOoORrRrORrRr OO

Maskinen ska vara uppbyggd av sammankopplade logiska grindar, och de grin-
dar som du kan anvinda & OR (V), AND (A), NOT (=) samt XOR (V).
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3 Tal med decimaler

I det forra kapitlet sag vi hur datorer kan rdkna med heltal. I manga samman-
hang ar talen man arbetar med inte heltal, utan tal med decimaler (det vill
saga reella tal, eller rationella tal). Tal med decimaler kan vara extra knepiga,
vilket foljande exempel visar.

Exempel 3.0.1. Om man i programmeringsspraket Python skriver”
0.1 + 0.2
far man inte exakt 0.3 som svar, utan

0.30000000000000004.

Om man vidare skriver
0.1 +0.2 -0.3

blir svaret inte 0 utan
5.551115123125783e-17,

vilket ska tolkas som 5.551115123 125783 - 10717, A

For att forsta varfor det blir sa har maste vi lara oss om hur datorer lagrar tal
med decimaler, vilket dr temat for nésta avsnitt.

3.1 Binirbrak och flyttal

Nér vi skriver ett tal med decimaler i bas 10 kan vi tolka siffrorna till héger
om decimaltecknet med hjalp av tiopotenser med negativa exponenter. Talet
42.15 betyder till exempel

4215=4-10"+2-10°+1-10"' +5.1072
=4-10+2-14+1-0.1+5-0.01.

I bas 2 gor vi pa samma sétt. Talet 101.015 betyder alltsa

101.01=1-2240-2'+1-2°40-271 +1.272
=1-44+0-2+1-14+0-05+1-0.25
=4+1+0.25 =5.25. (3.1)

Punkten® som vi anviinder for att separera heltalsdelen fran brakdelen i ett tal
kallas for bindrpunkt i bas 2 och decimalpunkt i bas 10.

"Python &r ett populirt programmeringssprak som kan laddas ner kostnadsfritt. Det gar
dven att prova Python direkt i webblésaren pa adressen https://www.python.org/shell/.
Exemplet &r inte unikt for Python, utan liknande saker kommer intréffa i de flesta andra
programmeringssprak.

8P4 svenska brukar man anviinda kommatecken, medan punkt #r vanligast pa engelska.
I detta kompendium anvédnder vi punkt eftersom det &r vanligast i datorsammanhang och i
de flesta programmeringssprak.

33


https://www.python.org/shell/

Rationella tal som skrivs i bas 2 med bindrpunkt kallas for bindrbrak. Talet
101.01 ar alltsa ett exempel pa ett binarbrak. Det ar latt att omvandla binér-
brak till decimaltal (i bas 10), pa samma sétt som vi gjorde i ekvation (3.1).
Binarbrak med ett dndligt antal siffor motsvaras alltid av decimaltal med ett
andligt antal decimaler, vilket foljer ur Ovning 3.4. Det omvéiinda géller dére-
mot inte, vilket visas av foljande exempel.

Exempel 3.1.1. Omvandla decimaltalet 0.1 (en tiondel) till bas 2.

Talet 0.1 kan skrivas som braket 1/10. Vi kan omvandla téljaren och ndmnaren
till bas 2 och utféra divisionen, till exempel med liggande stolen (i bas 2).
Bréket skrivs om till

1 19

10 10105

Om lésaren inte kommer ihag liggande stolen kommer héir en snabb repetition.

Steg 0. Vi skriver upp téljaren och ndmnaren i uppstéllningen for liggande
stolen. Kvoten (i bas 2) kommer véxa fram péa raden ovanfor téljaren.

19 10102

Steg 1. For att fa fram entalssiffran i kvoten stéller vi oss fragan: Hur manga
ganger gar 10105 = 10 i 1o = 17 Svaret ar 0, vilket ar entalssiffran. Vi skriver
upp detta ovanfor tdljaren, riknar ut resten (1o — 010102 = 12) och flyttar
ner en nolla fran téljaren.

02

1.09 10109
G

109

Steg 2. For att fa nasta siffra fragar vi: Hur manga ganger gar 1010 = 10
i10y = 27 Aterigen ar svaret 0, s vi skriver upp det och rdknar ut resten
(102 — 0 - 10102 = 102) och flyttar ner en till nolla fran téljaren.

0.02
1.00; 1010,
=0
10,
—O
100,

Steg 3. Hur manga ganger gar 10102 = 10 i 1003 = 47 Svaret ar 0 igen. Vi
hoppar nu Gver néagra steg som fortsiatter pad samma sétt, och kommer da till
ldget som visas i uppstallningen pa nasta sida.
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0.0004
1.00005 | 10109
=02

109
—02

1009

—0

10004
_ =0

100009

Steg 4. Nu ska vi rdkna ut den fjarde siffran efter bindrpunkten, och vi stéller
oss fragan: Hur manga ganger gar 10105 = 101 100009 = 167 Svaret &r 1, vilket
vi skriver upp som den fjarde siffran. Resten &r 6 = 1102, vilket vi skriver upp
langst ner, och flyttar ner en nolla fran téljaren.

0.00015

1.000005 | 1010
109
—02

1009

0y

10004

100009

—101092

11004

Steg 5. Hur manga ganger gar 10100 = 10 i 1100, = 127 Svaret ar 1, vilket
vi skriver upp som den femte siffran. Resten dr 2 = 104, vilket vi skriver upp
langst ner, och sa flyttar vi ner en till nolla fran téljaren.

0.000114

1.0000009 | 10104
_02

105

=02

1009
=02
10004
—0
100004
—10109
11004
—10109

1002

Nu har vi fatt ett lage dér resten &r samma som i ett tidigare steg, ndmligen i
steget déar vi rdknade ut den andra siffran efter bindrpunkten (vilket visas med
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den bla pilen). Detta betyder att fortsdttningen kommer vara en upprepning
av vad som skedde mellan dessa steg (om du &r tveksam, prova att gora nagra
fler steg!). Kvoten blir alltsa

0.00011001100110011001100110011. . .2 = 0.000112,

dar ett streck over siffror betyder att de upprepas i all oandlighet. Samman-
fattningsvis har vi visat att 0.1 = 0.000115. Observera att det senare talet har
oandligt manga siffror efter bindrpunkten. A

Fixtal och flyttal. Det enklaste séttet att lagra bindrbrak pa ar att ha ett
bestamt antal bitar innan bindrpunkten och ett bestamt antal bitar efter, till
exempel 4 + 4 bitar som i Figur 3.1.

Figur 3.1: Ett 4 + 4-bitars ickenegativt fixtal.

Tal som lagras pa detta sitt kallas for fiztal (pa engelska fized-point numbers).

Ett mer flexibelt sitt att lagra binarbrak pa ar flyttal (pa engelska floating-
point numbers), vilket ocksa dr det vanligaste. Ett flyttal dr pa formen

s-m-2°,
och bestar alltsa av de tre delarna s, m och e, med féljande betydelse:

e Talet s ar flyttalets tecken (+1 eller —1) och lagras med 1 bit, dar virdet
0 betyder positivt tecken och virdet 1 negativt tecken (precis som for
signerade heltal med separat teckenbit).

e Talet m kallas mantissa (eller ibland signifikand) och &r ett rationellt tal
som uppfyller 1 < m < 2. Detta tal visar vilka siffror flyttalet innehaller
(i bas 2).

e Talet e kallas exponent och ar ett heltal. Detta tal visar flyttalets storleks-
ordning (i bas 2).

Bade m och e lagras med ett bestamt antal bitar och kan alltsa anta ett
begransat antal virden. Ett exempel med 5 bitar for mantissan och 4 bitar for
exponenten visas i Figur 3.2 (vi forklarar strax vad U och b &r).

S m (&
=~
D 1" ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ .2Hz—/ B
T 9-19-29-3 9=4 9-5 U

Figur 3.2: Lagring av ett flyttal med 1 bit for tecknet s, 5 bitar féor mantissan m
och 4 bitar fér exponenten e, alltsa totalt 10 bitar.
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Eftersom mantissan uppfyller 1 < m < 2 kommer heltalsdelen av m alltid
vara 1, s den behover inte lagras (darfor har ettan innan bindrpunkten ingen
egen lada i Figur 3.2).

Exponenten e lagras pa ett speciellt satt, namligen som ett osignerat (alltsa
ickenegativt) heltal U som en konstant b subtraheras ifran (sa e = U —b).% Vi
kommer i fortsdttningen for det mesta bortse fran hur exponenten lagras.

Exempel 3.1.2. Lat oss vélja 5 bitar for mantissan som i Figur 3.2.

e Talet 1 kan skrivas som 1.000005 - 2° och lagras alltsd genom att sitta
mantissan till m = 1.000002 och exponenten till e = 0; tecknet ar s = 41
vilket lagras genom att sidtta teckenbiten till 0.

e Talet 3 kan skrivas som 115 = 1.100005 - 2! och lagras alltsi genom att
sdtta mantissan m = 1.100002 och exponenten e = 1; teckenbiten &r
fortfarande 0.

e Talet —0.75 skrivs i bas 2 som —0.115 = —1.100005-2~! och lagras alltsa
genom att sdtta m = 1.100002 och e = —1, medan teckenbiten sdtts till 1
eftersom tecknet &dr negativt.

e Som vi visade i Exempel 3.1.1 blir talet 0.1 (en tiondel) i bas 2
0.0001 10011001 1001 100110011001 1. . .2 = 0.000115,

déar strecket Gver siffrorna betyder att de upprepas i all odndlighet. Detta
tal har odndligt manga bitar och kan alltsa inte lagras exakt som ett
flyttal (eller som ett fixtal for den delen). Talet kan skrivas som

1.1001 1001 1001 1001 1001 1001 1001 1. . .5 - 274,

vilket visar att exponenten ska vara e = —4, medan mantissan méste
avrundas till m = 1.10011s med fem bitar efter bindrpunken. Talet 0.1
lagras alltsa som

1.100115 - 274,

vilket egentligen ar lika med 0.099609375 i bas 10. Detta visar att tal
som inte kan lagras exakt som flyttal maste avrundas (i bas 2), vilket
leder till avrundningsfel. A

Alla tal som kan lagras exakt som flyttal &r rationella, vilket visas i Ovning 3.9.
Daremot kan inte alla rationella tal lagras exakt, som vi sag i exemplet ovan.
Oavsett hur manga bitar som anvénds for att lagra ett flyttal dr det bara ett
andligt antal olika véarden som kan lagras (men det finns ju odndligt manga
rationella tal). Detta betyder att flyttal har en begransad precision; det finns
en grans for hur liten skillnaden mellan tva flyttal kan vara. Denna gréans
uttrycks med hjilp av maskinepsilon (som ibland kallas maskinprecision), som
definieras enligt nedan.

9Konstanten b brukar viljas som b = M/2 — 1, dir M ir antalet olika virden som talet U
kan anta (M = 2 om N bitar anviinds for att lagra U). Detta val innebér att —b < e < b4-1.
Om till exempel N =4sddrb="7,s4 -7 < e <8.
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Definition 3.1.3. Givet en flyttalstyp sa definieras maskinepsilon €mach som
€mach = § — 1,
dér s ar det minsta tal storre &n 1 som kan lagras med flyttalstypen. A

Med en "flyttalstyp” menar vi helt enkelt att man har valt hur manga bitar som
anvinds for att lagra mantissan och exponenten. Maskinepsilon beror alltsa pa
hur méanga bitar som anvéinds. Foljande sats preciserar detta.

Sats 3.1.4. Om N, bitar anvinds for att lagra mantissan i ett flyttal (exklusive
ettan till vinster om bindrpunkten) sd dr maskinepsilon €macn = 27V,

Bevis. Talet 1 lagras med mantissan 1.000...0002 (med N, nollor efter binar-
punkten) och exponenten 0. Det minsta talet storre &n 1 som kan lagras far vi
genom att 6ka den minst signifikanta biten i mantissan (biten langst till hoger),
vilket alltsa blir s = 1.000...0012 (exponenten &r fortfarande 0). Skillnaden &r
s—1 =0.000...001, alltsa en etta i bit nummer N,, efter bindrpunkten. Denna
bit motsvarar 2~ | vilket innebér att epmaen = § — 1 = 27 Vm. ]

Ursprungligen var antalet bitar som anvindes for att lagra mantissan och
exponenten en egenskap hos sjéalva datorn, sa varje dator hade en bestdmd
flyttalstyp som inte gick att &ndra. Maskinepsilon berodde alltsd pa datorn
("maskinen”), vilket forklarar dess namn. Nu for tiden kan en dator anvinda
olika flyttalstyper. Det finns en standard for flyttal'® som bland annat defini-
erar foljande flyttalstyper:

e Typen binary32 (dven kallad single-precision) anvénder 23 bitar for att
lagra mantissan och 8 bitar for att lagra exponenten (alltsd 32 bitar
totalt inklusive teckenbiten).

e Typen binary64 (&ven kallad double-precision) anviander 52 bitar for
mantissan och 11 bitar for exponenten (alltsd 64 bitar totalt inklusive
teckenbiten).

Exempel 3.1.5. For flyttal av typen binary32 ar maskinepsilon
Emach = 2723 ~ 1.192093 - 107"
For flyttal av typen binary64 &r maskinepsilon istéllet
Emach = 272 a2 2.220446 - 10716
For flyttal ddr mantissan lagras med 5 bitar (som i Exempel 3.1.2) &r maskin-

epsilon
Emach = 27° = 0.03125. A

1ONamnet p& standarden #r IEEE 754.
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Maskinepsilon ar ett matt pa hur mycket tva flyttal som minst kan skilja sig
at. Darmed dr det ocksa ett ungefirligt matt pa hur stora avrundningsfelen
kan bli. I slutet av Exempel 3.1.2 sag vi att om 5 bitar anvinds fér mantissan
s& avrundas talet 0.1 till 1.100115 - 2%, medan det exakta vérdet ar

0.1 = 1.1001 1001 1001 1001. . .o - 274
Felet i mantissan ar alltsa
1.1001 1001 1001 1001. . .5 — 1.1001 15 = 0.0000 0001 1001 1001. ..o = 0.00625,

vilket &r mindre &n maskinepsilon 0.03125.

Nu &r det dags att analysera vad som egentligen hinde i Exempel 3.0.1. I
exemplet anvindes flyttal av typen binary6/, eftersom det dr vad Python an-
vander som standard. Vi kommer nu ga igenom samma berdkning for hand,
fast med 20 bitar for mantissan istéllet for 52 (for att inte behova skriva ut sa
méanga siffror).

Exempel 3.1.6. Lat oss forst notera att 0.1 = 0.00011 och 0.2 = 0.0011,
(att multiplicera med 2 innebér att bindrpunkten flyttas ett steg till hoger).
Pa flyttalsform blir talen alltsa

0.1 = 1.1001 1001 1001 1001 1001 1001. . .5 - 274,
0.2 = 1.1001 1001 1001 1001 1001 1001. . .5 - 273,

Talen har samma mantissa men olika exponenter. Mantissan maste avrundas
till 20 bitar efter bindrpunkten, vilket innebér att den (korrekt avrundad) blir

m = 1.1001 1001 1001 1001 10105.

For att addera tva tal maste de forst skrivas om sé att de har samma exponent.
Vi skriver om talet till exponenten —3 och far da

0.1 ~0.1100110011001100110104 - 273,
0.2 ~ 1.1001 1001 1001 1001 10105 - 273.

(i detta ldge avrundar vi inte mantissan till talet 0.1 igen). Om vi nu adderar
de tva talen far vi

10.01100110011001100111 05 - 273

Just nu &r detta ett tal med 21 bitar efter binarpunkten, men det maste skrivas
om sé att mantissan dr mindre &n 2, alltsa

1.0011 001100110011 0011105 - 272

med 22 bitar efter bindrpunkten. Nu maste mantissan avrundas till 20 bitar s&
att talet kan lagras med den valda flyttalstypen. Resultatet blir

1.00110011 0011 001101005 - 272 (3.2)

vilket &r lika med 0.30000019... i bas 10. P4 grund av avrundningsfel blir
resultatet inte lika med 0.3. Avrundningen har skett i tva steg:
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e Talen 0.1 och 0.2 behovde avrundas bara for att kunna lagras som flyttal.

e Efter additionen behévde summan ocksd avrundas for att kunna lagras.

Vad héander nér vi sedan forsoker subtrahera 0.3 da? Jo, datorn maste nu lagra
talet 0.3 = 0.0100112 och kommer f6rst skriva talet pa formen

0.3 =1.00110011 001100110011 0011...5-272

och dérefter avrunda mantissan till 20 bitar efter bindrpunkten. Talet som
lagras ar

1.0011 001100110011 00115 - 272, (3.3)

Talen som visas i (3.2) och (3.3) dr inte lika med varandra! Detta beror pa
att avrundningarna har skett pa olika sétt. (Talet i (3.2) &r 0.30000019. .. men
talet i (3.3) ar 0.29999995. .. vilket &r lite ndrmare 0.3.) Nér talen subtraheras
blir resultatet

0.0000 0000 0000 0000 00015 - 272,

vilket #r 2722 &~ 2.384-1077. Observera att detta viirde dr maskinepsilon emach
multiplicerat med 272. Precis samma sak hiinder i Exempel 3.0.1 fast med 52
bitar fér mantissan (27°2-272 = 2794 ~ 5.551115 - 10~17). A

Den uppmérksamma lasaren kanske har noterat att det inte gar att lagra talet 0
i ett flyttal pa det sdtt som vi beskrivit hittills, eftersom mantissan alltid &r
positiv. For att komma runt detta har man bestdmt att det minsta mdjliga
vardet for exponenten reserveras med en speciell betydelse for att kunna lagra
talet 0. P4 samma sétt reserveras det storsta mojliga virdet for exponenten
for att kunna lagra odndligheten (co), som ju egentligen inte ar ett tal.

3.2 Ekvationslosning med intervallhalvering

Hittills har vi sett hur en dator kan lagra olika typer av tal och addera dem, till
exempel med additionsmaskinen fran avsnitt 2.3. Liknande (mer komplicerade)
maskiner kan byggas for att multiplicera tal. Darmed gar det &ven att berdkna
potenser a, dar a &r ett flyttal och n &ar ett positivt heltal, med hjélp av
upprepad multiplikation. For att utféra &nnu mer komplicerade berdkningar
kan man anvinda ekvationslosning. En ekvation med en obekant x &r en likhet
mellan tva funktioner av x, alltsa

g(x) = h(x)v (3'4)

dér g och h ar funktioner med de reella talen R bade som definitionsmangd
och malméngd (i detta kompendium begrinsar vi oss till fallet x € R). Ett tal
x € R som uppfyller (3.4) kallas en ldsning till ekvationen. En ekvation som
(3.4) kan alltid skrivas om pé formen

f(x) =0 (3.5)

(till exempel genom att subtrahera h(x) fran ekvation (3.4) och definiera
f(z) = g(x) — h(x)). Ett tal z € R som uppfyller (3.5) kallas ett nolistdlle
till funktionen f. Att 16sa en ekvation &r alltsa detsamma som att hitta ett
nollstélle till en funktion.
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Exempel 3.2.1. Antag att vi vill rikna ut z = /2. Genom att kvadrera x
far vi ekvationen

=2 (3.6)
Denna ekvation har tva losningar, namligen /2 och —/2. Vi kan subtrahera

2 och darmed fa ekvationen
z2—2=0.

Denna ekvation ar pa formen f(z) = 0, dér funktionen f : R — R i detta
fall ges av f(z) = x? — 2. Eftersom ldsningarna till (3.6) #r desamma som
nollstéllena till f sa vet vi att funktionen f har precis tva nollstéllen. Om vi
kan bestdmma det positiva nollstillet till f s& har vi alltsa riknat ut v/2. A

For att noggrannt bestdmma nollstéllen till en funktion f : R — R kan vi an-
vanda en metod som kallas intervallhalvering (eller ibland bisektionsmetoden).
Metoden gar ut pa att hitta ett intervall som man vet att det finns ett noll-
stélle i, och sedan forfina det. Vi ska borja med att ge en ordentlig definition
av ordet intervall.

Definition 3.2.2. Ett intervall d&r en méngd pa formen
{reR|a<x<b},

dar a och b ar reella tal som uppfyller a < b. Intervallet {x € R | a < = < b}
kan dven betecknas [a, ). A

Intervallhalveringsmetoden fungerar bara om f ar en kontinuerlig funktion.
Enkelt uttryckt ar en kontinuerlig funktion en funktion vars graf &r samman-

héngande och allts& kan ritas p& ett papper utan att lyfta pd pennan. Ett

exempel pa en kontinuerlig funktion ar f(z) = %xs — x som visas i Figur 3.3.

En funktion som inte &r kontinuerlig har hopp i sin graf, som funktionen

—22 omuz <1,
g(x) =
T omzx > 1,

som visas i Figur 3.4.

Y Y

AN N

y=f(x) y=yg()

S T \ > T

Figur 3.3: Grafen till den kontinuer- Figur 3.4: Grafen till den ej kontinu-
1.3

liga funktionen f(z) = z2° — . erliga funktionen g(z).
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En matematisk definition ska helst inte hénvisa till godtyckliga foremal som
papper och pennor, som ju kan se ut pa olika sétt, sdsom vi gjorde ovan. Malet
med en definition ar snarare att skala bort allt onddigt, och komma fram till
sjilva kdrnan i det man vill definiera.!! Fér att ordentligt definiera vad en
kontinuerlig funktion &r maste vi stalla oss fragan: Vad betyder det egentligen
att grafen till en funktion &r sammanhéngande?

En vanlig definition av kontinuitet utgar fran att da tva punkter pa xz-axeln
nidrmar sig varandra sd maste dven de motsvarande funktionsvirdena narma
sig varandra.

Definition 3.2.3. Lat f vara en funktion fran R till R, och lat x € R vara
ett godtyckligt reellt tal. Funktionen f kallas kontinuerlig i punkten x om
skillnaden mellan f(y) och f(z) kan bli hur liten som helst genom att vélja
talet y tillrackligt néra talet x.

Annorlunda uttryckt: f kallas kontinuerlig i punkten x om det for varje tal
e > 0 finns ett tal § > 0 sadant att |f(x) — f(y)| <e da |z —y| < J. A

Hér ar |a| absolutbeloppet av det reella talet a, det vill sdga talets virde bortsett
fran dess tecken (om a &r negativt ar |a| = —a, annars ar |a| = a).

Definition 3.2.4. En funktion f : R — R kallas kontinuerlig om f ar konti-
nuerlig i punkten x for varje reellt tal x. A

En funktion &r alltsa kontinuerlig (6verallt) om den &r kontinuerlig i alla punk-
ter. Talen € och ¢ i Definition 3.2.3 kan tolkas grafiskt som i Figur 3.5.

Y

AN

i/
/ 7

Figur 3.5: Kurvans y-virde haller sig inom avstandet ¢ fran den bla punkten om
z-véardet héller sig inom avstandet 6.

For kontinuerliga funktioner géller féljande sats, som dven kallas Bolzanos sats.

Sats 3.2.5 (Satsen om mellanliggande virden). Ldt f : R — R vara en konti-
nuerlig funktion, och lat a och b vara reella tal sadana att a < b. Om det reella
talet ¢ ligger mellan f(a) och f(b) sd finns ett x € [a,b] sadant att f(z) = c.

1)\ an skulle kunna siga att det ligger i matematikens natur att utifran olika konkreta
exempel forsdka hitta underliggande allméngiltiga principer, och déirigenom ga fran det kon-
kreta till det abstrakta. De allménna principerna kan darefter tillimpas pa en méngd olika
konkreta fall.
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Satsen séger alltsa att f antar alla véirden mellan f(a) och f(b) pa intervallet
[a, b]. En foljd av satsen &r att om f(a) och f(b) har olika tecken (det ena talet
ar negativt och det andra positivt) sa ar f(x) = 0 f6r nagot x € [a,b]. Alltsa
finns det ett nollstélle till f i intervallet [a, b].

Vi vintar med att bevisa Sats 3.2.5 till avsnitt 3.3. Nu &r vi istéllet redo
att beskriva intervallhalveringsmetoden ordentligt. Den gér ut pa att hitta
a och b s& att f(a) och f(b) har olika tecken och dérefter halvera intervallet
upprepade ganger. Vi beskriver metoden som en algoritm, det vill sdga en foljd
av instruktioner.

Algoritm 3.2.6 (Intervallhalvering). Lat en kontinuerlig funktion f : R — R
vara given, samt tva reella tal a och b dar a < b och f(a) - f(b) <O.

1. Sdtt v; = a och hy = b. Berékna mittpunkten m; = (v1 + h1)/2.
2. Fort=1,2,3,..., gor foljande:

(a) Om f(’UZ) . f(mz) < 0, lat Vit1 = V4 och hiJr]_ =m;. Ga till (b)
Om f(mz) . f(hz) < 0, 14t v;41 = m; och h;y 1 = h;. Ga till (b)
Om f(m;) = 0 har vi hittat ett nollstélle z = m;. Avbryt.

(b) Berdkna den nya mittpunkten m;+1 = (vi41 + hit+1)/2.
Fortsétt sedan till nédsta viarde pa i.

Notera att f(a)- f(b) < 0 &r ett kompakt sitt att skriva att f(a) och f(b) har
olika tecken. I varje steg dr vi garanterade att intervallet [v;, h;] innehaller ett
nollstalle till f, eftersom vi i forviag har kontrollerat att f(v;) och f(h;) har
olika tecken.

Algoritm 3.2.6 fortsétter i all odndlighet om inte mittpunkten nagon gang
hamnar precis pa ett nollstélle till f. I praktiken far man avbryta algoritmen
nér intervallets langd L; = h; — v; har blivit tillrdckligt liten. Foljande resultat
visar hur stort felet kan vara om vi approximerar nollstéillet med m;.

Sats 3.2.7. Ldt v;, m; och h; vara som i Algoritm 3.2.6, och lat L; = h; — v;.
Definiera felet e; = |m; — x|, ddr x € [v;, hi] dr ett nollstdlle till f. Da ar

L4
e; < ?Z i=1,2,... (3.7)
Om L = Ly sa dr
L .
eigg, 1=1,2,... (3.8)

Bevis. Vivet i varje steg att det finns (minst) ett nollstélle x € [v;, h;]. Om det
finns flera nollstéllen véljer vi ett av dem som x. Eftersom x ligger i intervallet
[vi, hi] och m; &r mittpunkten i intervallet s kan x och m; som mest skilja sig
med halva intervallets langd. Detta innebéar att

hi — U; Lz’

e; = |m; — x| < 5 =g

vilket bevisar olikheten (3.7).
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For att bevisa olikheten (3.8) riicker det att visa att L; = L/2071 for alla
positiva heltal i. Detta kan bevisas med hjilp av induktion. For basfallet 1 = 1
blir pastaendet L; = L/2° = L, vilket &r definitionen av L. Om vi nu antar
att

Li= g5
galler for nagot positivt heltal k£ s& vet vi att i nédsta steg halveras intervallets
lingd, och darmed ar

Ly L L
b =% o T o

vilket visar att likheten géller &ven for k+1. Dirmed har vi visat att L; = L/2¢7!
for alla positiva heltal 7. Inséttning av denna likhet i (3.7) ger (3.8). O

Exempel 3.2.8. For att beriikna v/2 vill vi anviinda intervallhalvering for att
hitta det positiva nollstéllet till funktionen f(z) = x?—2 (fran Exempel 3.2.1).
Denna funktion #r kontinuerlig, vilket visas i Ovning 3.13. Vi viljer a = 0 och
b = 2 och kontrollerar att f(0) = —2 och f(2) = 2 har olika tecken. Nu
anvander vi metoden (i tabellen nedan avrundar vi alla tal till 6 decimaler).

i v; hi m; f(vi) f(hyi) f(m;) L;/2

1 0 2 1 -2 2 -1 1

2 1 2 1.5 -1 2 0.25 0.5

3 1 1.5 1.25 -1 0.25 —0.4375 0.25

4 1.25 1.5 1.375 —0.4375 0.25 —0.109375 0.125
5 1.375 1.5 1.4375 —0.109375 0.25 0.066406 0.0625
6 1.375 1.4375 1.40625  —0.109375  0.066406  —0.022461 0.03125
7 1.40625 1.4375  1.421875 —0.022461  0.066406 0.021729 0.015625
8 1.40625  1.421875 1.414062 —0.022461  0.021729  —0.000427  0.007812

Ne)

1.414062 1.421875 1.417969 —0.000427 0.021729  0.010635  0.003906
10 1.414062 1.417969 1.416016 —0.000427  0.010635 0.0051 0.001953
11  1.414062 1.416016 1.415039 —0.000427 0.0051 0.002336  0.000977
12 1.414062 1.415039 1.414551 —0.000427  0.002336  0.000954  0.000488
13 1.414062 1.414551 1.414307 —0.000427 0.000954  0.000263  0.000244
14 1.414062 1.414307 1.414185 —0.000427 0.000263 —8.2-10° 0.000122
15 1.414185 1.414307 1.414246 —8.2-107° 0.000263 9.1-10~° 6.1-107°
16 1.414185 1.414246 1.414215 —-8.2-107° 9.1-10=° 43-107% 3.1.-10°°
17 1.414185 1.414215 1.4142 —82-107° 4.3-10% —-3.9.107° 15.-107°
18 1.4142  1.414215 1.414207 —-3.9-107° 43-10¢ —-1.7-10"° 7.6-10°6
19 1.414207 1.414215 1.414211 —1.7-107° 43-10%® —-6.5-10"% 3.8.10°6
20 1.414211 1.414215 1.414213 —6.5-10% 43.107% —-1.1-107% 1.9-10°6
21 1.414213 1.414215 1.414214 —1.1-10"% 43-10% 1.6-107% 9.5-1077
22 1.414213 1.414214 1414214 —-1.1-107% 16-107% 2.7-1007 4.8-1077

Efter 22 steg &r mittpunkten m; ~ 1.414214, medan det verkliga nollstéllets
véirde dr r =~ 1.41421356237. Alla siffror i approximationen m, ar alltsa korrek-
ta (den sista decimalen &ar ocksa korrekt avrundad). Felet vid det sista steget
Ar som mest 4.8 - 1077, A
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3.3 Bevis av satsen om mellanliggande varden

Vart mal i detta avsnitt ar att bevisa satsen om mellanliggande vérden, alltsa
Sats 3.2.5. Vi kommer behéva anvanda begreppet 6vre grans.

Definition 3.3.1. Lat M vara en icke-tom delméngd till R. Vi kallar v € R
en dvre grins till M om det for alla x € M géller att « < u. A

Exempel 3.3.2. Lat M = {z € R | 0 < x < 1}. Talet 1 &r en 6vre gréns
till M. Aven talet 2 &r en Gvre gréns till M. Faktum &r att varje w > 1 ér en
ovre gréns till M. A

En méngd kan alltsa ha flera &vre grinser. En fundamental egenskap hos de
reella talen &r att varje méngd som har en 6vre grans ocksé har en minsta 6vre
grins. Vi formulerar detta som foljande grundliggande princip.'?

Princip 3.3.3. Ldt M wvara en icke-tom delmdngd till R. Om M har en éduvre
grans sd har M en minsta dvre grins.

Den minsta 6vre grinsen u* har egenskapen att om ett reellt tal u &r mindre
an u* sa kan u inte vara en Ovre grans till M. I Exempel 3.3.2 &r talet 1 den
minsta 6vre grénsen till M.

Nu kan vi bevisa satsen om mellanliggande varden. Kom ihag att satsen sdger
foljande:

Lat f : R — R wara en kontinuerlig funktion, och lit a och b vara reella tal
sidana att a < b. Om det reella talet ¢ ligger mellan f(a) och f(b) sd finns ett
z € [a,b] sidant att f(x) = c.

Vi kommer anta att f(a) < f(b). Om det omvinda géller kan vi byta tecken
pé funktionen f s att f(a) < f(b).

Bevis av Sats 3.2.5. Antag att f(a) < f(b). Valj ett godtyckligt reellt tal ¢
sadant att f(a) < ¢ < f(b). Vi delar upp i tva fall:

(i) Om ¢ = f(a) eller ¢ = f(b) véljer vi helt enkelt motsvarande &ndpunkt
(x = a eller x = b), vilket leder till att f(z) = c. I detta fall behover vi
alltsa inte gora nagot mer.

(ii) Om f(a) < ¢ < f(b) definierar vi mangden
M ={z¢€a,b] | f(z) <c}.

Méngden M é&r inte tom, for a € M. Talet b ar en Ovre grins till M.
Enligt Princip 3.3.3 har M en minsta 6vre gréns, lat oss kalla den z. Vi
ska visa att f(z) = c.

A. Antag att f(x) < ¢ och visa att detta leder till en motsigelse.
Eftersom ¢ < f(b) ar f(z) < f(b), s& x # b. Darmed maste z < b. Da
f ar kontinuerlig kan |f(y) — f(x)| goras godtyckligt litet, mindre &n ett

2Denna princip hinger ihop med att det inte finns nagra “glapp” i tallinjen. Vi kommer
inte att bevisa principen hér, men detta gjordes i Cirkeln 2016-2017 (Vad dr ett tal?).
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godtyckligt € > 0, om bara y véljs tillrackligt nara x. Att |f(y)—f(x)| < e
betyder!?

—e < f(y) — f(z) <e.

Genom att addera f(x) far vi

fl@) —e < fly) < fx) +e

Vikan vilja e = c¢— f(x), vilket &r positivt eftersom vi antog att f(z) < c.
Detta innebér att

2f(z) —e < fly) <,

sd f(y) < c forutsatt att y ar tillrdckligt ndra z, ndmligen ndrmare &n
nagot 6 > 0. Nagra y som uppfyller detta ar storre &n x och uppfyller
alltsd x < y < x + 6. Om ¢ valjs tillrdckligt litet &r x + J < b, sa dessa y
tillhér méangden M. Eftersom x ar en 6vre grans till M sa dr y < . Men
vi sa ju att y > x, s& detta dr en motsigelse! Alltsd maste antagandet
att f(z) < ¢ vara fel.

B. Antag istéllet att f(x) > c¢. D& f(a) < ¢ ar f(z) > f(a), s& z > a.
Eftersom f ar kontinuerlig kan vi pa liknande sétt som i fall A hitta tal
y som uppfyller z — § < y < z och f(y) > ¢. Men &ven y ar da en Gvre
grans till M, sa detta motsiger att x 4r den minsta 6vre gréansen! Alltsa
maste antagandet f(x) > ¢ vara fel.

Vi har visat att bade f(z) < ¢ och f(z) > c &r falskt, s& den enda
aterstaende mojligheten ar f(x) = c. O

Ovningar
Ovning 3.1. Skriv foljande bindrbrak som decimaltal.

(i) 1010.00115
(i) 11011.01,

Ovning 3.2. Skriv foljande decimaltal som binérbrak.

(i) 9.625
(i) 25.0625
Ovning 3.3. Bindrbraksutveckla decimaltalet 0.3.

Ovning 3.4 (x). Visa att decimalutvecklingen av ett binirbrak pa formen

(10)"" ) = 0.00---00 1,
n stycken

alltid slutar pa 5.

Ovning 3.5. Kan foljande decimaltal lagras i ett 4+4 ickenegativt fixtal? Om
sa, ange hur.

13|A] < B betyder —B < A < B.
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(i) 0.1
(i) 15.25
(iii) 3.03125

Ovning 3.6. Hur manga virden kan lagras i ett 4+4-bitars ickenegativt fixtal?
Vilket &r det storsta och minsta talet?

Ovning 3.7. Vilka decimaltal motsvarar flyttalen med foljande mantissor och
exponenter?

(i) Tecken: 02. Mantissa: 1.10115. Exponent: 5
(ii) Tecken: 1. Mantissa: 1.100115. Exponent: 3

(iii) Tecken: O2. Mantissa: 1.1115. Exponent: 1

Ovning 3.8 (%). Beskriv hur foljande decimaltal lagras i ett flyttal. Hur manga
bitar behdver flyttalet ha?

(i) 32.625
(ii) 3.03125
(iii) —22.3125
Ovning 3.9 (%). Visa att alla tal som kan lagras som ett flyttal utan att

avrundas dr rationella. Forklara varfor detta innebér att /2 inte kan lagras
exakt i en dator.

Ovning 3.10. Bevisa att for alla tal = och y sa géller
|zy| = [yl
Ovning 3.11. Bevisa triangelolikheten: for alla tal  och y si giller
[z 4yl < |zl + Jyl-

Ovning 3.12. Rita foljande funktioners grafer (antingen for hand eller i en
grafritare) och avgor ifall de &r kontinuerliga eller ej.

24+ omz>=>0
f(z) =
0 omzx <0

22+1 omz>=0
g(z) =
—x omzx <0
(iii)
24+1 omz>=2
h(z) =<,
z°+5 omzx <2

Ovning 3.13 (). Anvind Definition 3.2.4 for att visa att funktionen f(z) =
22 — 2 &r kontinuerlig. Tips: anviind resultaten i Ovning 3.11 och 3.10.

Ovning 3.14 (). Anvind satsen om mellanliggande virden for att visa att
ekvationen cos(x) = x har en 16sning i intervallet [0, 1].
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4 Tarningen ar kastad

Vad #r ett slumpméssigt tal? Ar till exempel talet 2 ett slumpmissigt tal?
Fragan gar inte att besvara eftersom vi inte vet om talet 2 i detta fall kommer
fran ett tdrningskast, eller om det &ar resultatet av att skriva in 1 + 1 i mini-
raknaren. Detta visar att slumpméssighet inte &r en egenskap hos ett tal, utan
en egenskap hos en process som genererar tal (till exempel att kasta en térning).

Om vi kastar en tirning flera ganger kan vi skriva upp resultatet av varje kast
och fa en talfoljd:

4, 1, 6, 2, 3, 5 4, 6, 3, 3, 6 4, 5 3, 2 2

Om térningskasten verkligen dr slumpméssiga kommer varje tal i talféljden
vara oberoende av de andra talen. I sa fall borde det inte finnas nagot monster
i talféljden, och det gar inte att forutspa vad nésta tal kommer att bli. Tal som
fas fran tdrningskast ar ett exempel pa dkta slumptal. Andra exempel pa dkta
slumptal ar att singla slant (krona = 1, klave = 0) och att dra papperslappar
med tal ur en tombola. Man kan ocksa fa dkta slumptal genom att mata
atmosfiriskt brus'? eller radioaktivt sonderfall.

Att generera dkta slumptal ar ofta antingen langsamt eller kréver dyr utrust-
ning. I ménga sammanhang anvinder man darfor istéllet datoralgoritmer som
skapar talfoljder som ser ut att vara slumpméssiga, fastdn de inte ar det.
Dessa algoritmiskt genererade slumptal kallas pseudoslumptal (pseudo kom-
mer fran ett grekiskt ord som betyder "lognaktig” eller "falsk”). Pseudoslump-
tal anvinds till exempel i datorspel, simuleringar, vissa berdkningsmetoder
samt inom kryptering. I avsnitt 4.2 berdttar vi mer om nagra tillampningar av
slumptal, men forst ska vi titta ndrmare pa hur pseudoslumptal kan genereras.

4.1 Pseudoslumptal

En pseudoslumptalsgenerator (pa engelska pseudorandom number generator,
forkortat PRNG) utgar fran ett startviarde zy och anvénder en funktion f for
att berdkna en talfoljd, enligt nedan.

Definition 4.1.1. En pseudoslumptalsgenerator P = (S, f) bestar av en méngd
S som kallas tillstandsrum och en funktion f: S — S.

Givet en pseudoslumptalsgenerator P och ett startvarde xg € S som kallas
slumpfro definieras en féljd av pseudoslumptal av

Tnt1 = f(zn), n=20,1,2,... A

I detta kompendium &r tillstandsrummet S alltid en delméngd av de icke-
negativa heltalen, till exempel S = {0,1,2,3,4}. Ligg mérke till att en pseudo-
slumptalsgenerator egentligen inte alls ar slumpmassig; nésta tal i foljden be-
stams entydigt av det foregaende med hjalp av regeln 41 = f(x,). Tricket
ar att vilja en bra funktion f som gor att foljden ser ut att vara slumpméssig.

14Pa webbsidan https://www.random.org/ kan man hitta dkta slumptal genererade fran
atmosfariskt brus.
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En enkel typ av pseudoslumptalsgenerator kallas for linjar kongruensgenera-
tor och &r baserad pa kongruensrikning (se avsnitt 2.2). En sddan generator
definieras av tre tal m, a och b pa foljande sétt.

Definition 4.1.2. En linjir kongruensgenerator L(m, a,b) &r en pseudoslump-
talsgenerator (S, f) med tillstandsrum S = {0,1,2,...,m — 1}, dar m &r ett
positivt heltal, vars funktion f ges av'®

ZTnt1 = f(xn) = Mod,, (azxy, + b), n=0,1,2,...

dar a och b tillhor S. AN

Varje tal x,, ar ju hér ett heltal som uppfyller 0 < z,, < m. Om man istéllet
vill ha slumptal mellan 0 och 1 kan man definiera
x
Up = Rﬂ (4.1)
vilket kommer vara ett reellt tal som uppfyller 0 < u,, < 1.
Exempel 4.1.3. Lat m = 5, a = 2 och b = 1. Med startvirde zo = 0 fas da
talfoljden

1 = Mods(2-0+ 1) = Mods(1) =1,
s = Mods(2 -1+ 1) = Mods(3) = 3,
x3 = Mods(2-3 4 1) = Mods(7) = 2,
x4 = Mods(2-2+ 1) = Mods(5) =0,
x5 = Mods(2-0+1) = Mods(1) =1,

alltsa
o, 1, 3 2 0 1, 3 2, 0 1, 3, 2, 0, 1, 3, 2

Med startvirde g = 4 fas istéllet talféljden

Ir1 = M0d5(2 -4+ 1) = M0d5(9) = 4,
I = M0d5(2 -4+ 1) = M0d5(9) = 4,
alltsa
4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, ... A

Ingen av talféljderna i Exempel 4.1.3 ser sérskilt slumpmaéssiga ut! Det som
hénder ar att generatorn gar in i en cykel och upprepar samma tal periodiskt.
Det &r forstéas sa att sa fort generatorn kommer tillbaka till ett tillstand = € S
som den redan har besokt tidigare sa kommer den att upprepa sig sjalv i all
oandlighet. Detta beror pa att f &r en funktion, och ddrmed alltid ger samma
utdata for ett givet indata. Vi definierar generatorns period enligt foljande.

5 Funktionen Mod,, definierades i Definition 2.2.3.
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Definition 4.1.4. Lat P = (S, f) vara en pseudoslumptalsgenerator, och lat
xo € S vara ett givet slumpfré. Generatorn P:s period givet xg &r det minsta
positiva heltal p sadant att z,1, = x, for nagot n € {0,1,2,...}. A

I Exempel 4.1.3 ar generatorns period 4 for slumpfréet g = 0, medan perioden
ar 1 for slumpfroet xy = 4.

For att en generator ska vara anvindbar méaste den ha en lang period. Perioden
kan dock aldrig vara storre én |S|, antalet tillstand (varfor inte?). For en linjar
kongruensgenerator ar |S| = m, sa den storsta mojliga perioden adr m. Vad
perioden faktiskt blir beror pa parametrarna m, a och b. Féljande sats galler
specialfallet da b = 0 och m &ar ett primtal.

Sats 4.1.5. Lat P = L(m,a,b) vara en linjir kongruensgenerator dar m dr
ett primtal och b = 0. Generatorn P har dd perioden m — 1 for alla positiva
slumpfron xg € S om a dr ett primitivt element modulo m.

For att forsta satsen (som vi kommer bevisa lite senare) behover vi féljande
definition.

Definition 4.1.6. Lat m vara ett positivt heltal. Ett tal a € {1,2,...,m —1}
kallas ett primitivt element modulo m om det for varje k € {1,2,...,m — 1}
finns ett positivt heltal i sadant att k = Mod,,(a?). A

Ett primitivt element &r alltsé ett tal a sadant att alla positiva heltal mindre
dn m kan skrivas som en potens av a, modulo m. Eller annorlunda uttryckt,
om vi gar igenom den oéndliga talféljden

s& kommer vi for varje k € {1,2,...,m — 1} hitta nagot tal i talféljden som &r
kongruent med k& modulo m.

Exempel 4.1.7. Lat m = 5. Tabellen nedan visar virdet pa a', a2, a3, a?, a®

for a € {1,2,3,4}, och deras kongruenser modulo 5.

| at | a? a? a* a®
a=1|1=1|1=1 |1=1 |1=1 1=1 (mod 5)
a=2|2=2|4=4 |8=3 |16=1 |32=2 (mod 5)
a=3[3=3[9=4 |27T=2|81=1 |243=3 (mod 5)
a=4|4=4|16=1|64=4|256=1|1024=4 (mod 5)

Hér kan vi se att 2 och 3 &r primitiva element modulo 5. Vi kan ocksa inse
att 1 inte kan vara ett primitivt element eftersom 1° = 1 for alla heltal 7. Vi
misstanker att 4 inte heller ar ett primitivt element, men for att verkligen visa
det behdver vi foljande hjalpsats. A

Hjalpsats 4.1.8. Ldt m vara ett positivt heltal, och lat x, y och z vara heltal.
x=y (mod m)
xz=yz (mod m).
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Bevis. Kom ihag att x =y (mod m) betyder att det finns ett heltal k sadant
att £ = y + km. Om denna ekvation multipliceras med z fas xz = yz + kzm.
Eftersom dven kz &r ett heltal sa betyder detta att zz = yz (mod m). O

Som ett specialfall av Hjilpsats 4.1.8 med 2z = a’ och z = a fas att om

ai

y (mod m)

s& ar
ol =ay (mod m).

Dérmed vet vi direkt att om 4* = 256 = 1 (mod 5) sa maste 4% = 4-1 (mod 5).
Pa samma siitt blir 4 = 4.4 = 16 = 1 (mod 5), och det blir tydligt att 4°
aldrig kommer vara kongruent med 2 eller 3 modulo 5. Ett ordentligt bevis kan
goras med hjélp av induktion, vilket vi limnar som Ovning 4.8.

Vi kommer ha nytta dven av féljande hjélpsats, som berdttar nar den motsatta
riktningen av Hjalpsats 4.1.8 géller.

Hjalpsats 4.1.9. Ldt m vara ett primtal, och lat x, y och z vara heltal. Antag
dessutom att 0 < z < m. Om

xz=yz (mod m)

x=y (mod m).

Bevis. Att xz = yz (mod m) innebar att det finns ett heltal k sadant att
xz = yz + km. Vi kan subtrahera med yz och bryta ut z for att fa

(r —y)z = km.

Detta siger (jamfor med Definition 2.2.7) att primtalet m delar talet (x —y)z.
Om sa #r fallet maste m dela antingen talet  — y eller talet 2.1 I detta fall
kan m inte dela z eftersom 0 < z < m. Darmed maste m dela x — y, vilket
innebér att det finns ett heltal j sddant att

T —y=jm.

Detta betyder att x =y + jm, s& x =y (mod m), vilket slutfér beviset. [

Bevis av Sats 4.1.5

Vart mal &r nu att bevisa Sats 4.1.5. Vi bérjar med dnnu en hjélpsats.
Hjalpsats 4.1.10. Lat P = L(m,a,b) med b =0 och a > 0. Da dr

Tn =a"xo (mod m), n=0,1,2,...

Vi anvinder hér ett resultat som kallas Euklides hjdlpsats och som séger att om ett
primtal m delar talet ab, dar a och b &r heltal, sa maste m dela a eller b. Vi kommer anvénda
detta utan bevis.
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Bewis. Vi bevisar pastaendet med hjélp av induktion. Basfallet n = 0 blir
o =a’zy (mod m),

vilket #r sant eftersom a® = 1 for alla positiva heltal a.

For induktionssteget antar vi att
z = a®zg  (mod m) (4.2)

ar sant for nagot heltal k. Fran Definition 4.1.2 har vi 11 = Mod,, (axy),
vilket speciellt betyder att

Tp+1 = azg  (mod m). (4.3)
Nu anvénder vi Hjélpsats 4.1.8 som séger att om ekvation (4.2) &r sann sa &ar
axy, = a**zy  (mod m) (4.4)

sann. Ekvation (4.3) och (4.4) tillsammans visar nu att

k+1x

Tpi1 =a o (mod m),

vilket visar att ekvation (4.2) &r sann &ven for k + 1. Darmed har vi bevisat
Hjalpsats 4.1.10. O

Vi dr nu redo att dntligen bevisa Sats 4.1.5. For att komma ihag vad satsen
sager repeterar vi den har:

Lat P = L(m,a,b) vara en linjar kongruensgenerator dar m dr ett primtal och
b = 0. Generatorn P har dd perioden m — 1 for alla positiva slumpfron xg € S
om a dr ett primitivt element modulo m.

Beuvis av Sats 4.1.5. Idén #r att visa att a, a', a2, ..., a™ 2 alla ar olika

modulo m, och att a™ ! = a" (mod m). Vi visar sedan att detta bevaras om

man multiplicerar med xg.

Steg 1. Eftersom a &r ett primitivt element modulo m s& finns ett positivt
heltal p sddant att 1 = a? (mod m). Lat dessutom p vara det minsta positiva
heltalet med denna egenskap. For hogre exponenter upprepas virdena enligt
Hjilpsats 4.1.8, det vill siga a?™! = a, a?*2? = a® och si vidare (mod m).
Detta innebér att a’ som mest kan anta p olika virden modulo m, nimligen

Mod,,(a'), Mod,,(a?), Mod,,(a®), ..., Mod,,(a?). (4.5)

Dessa p varden maste verkligen vara olika. For att se det, antag motsatsen,
niamligen att a’ = @/ (mod m) fastin 1 < i < j < p. Eftersom 0 < a < m kan
vi anvinda Hjalpsats 4.1.9 for att ”dividera” med a. Om vi gor detta 7 ganger
far vi

=a’" (mod m).

Nu ar j — 7 ett positivt heltal mindre &n p, men p var ju det minsta positiva
heltal som uppfyller 1 = a? (mod m). Detta dr en motsigelse, sa alla tal i (4.5)
maste vara olika.
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Eftersom a ar ett primitivt element modulo m maéaste de m — 1 talen i méngden
{1,2,...,m — 1} finnas bland talen i (4.5). Detta innebér att p > m — 1. Men
p kan inte vara storre &n m — 1, for da skulle nagot tal behéva upprepas (som
Ovning 4.10 visar kan nimligen inte talet 0 finnas bland talen i (4.5)). Alltsa
arp=m— 1.

Steg 2. Vi visar nu att om a’ och a/ dr olika modulo m sa #r dven a‘zy och
a’zo olika modulo m. Antag motsatsen, nimligen att a’zg = o’z (mod m).
Men 0 < zg < m, sa enligt Hjélpsats 4.1.9 &r da a’ = @/ (mod m), vilket siger
emot att a’ och a’ dr olika modulo m. Alltsa &r a’xzg och a’zq olika nir a’ och
a’ ar olika.

Hjalpsats 4.1.10 séger ju att x, = azp (mod m), s& nu har vi alltsd samman-
taget visat att alla viarden

i, T2, T3, ..., Tp (p=m-—1)

ar olika, och att x, = xg. Detta visar att perioden for generatorn ar p, och
eftersom p = m — 1 har vi bevisat Sats 4.1.5. O

En anvandbar linjar kongruensgenerator

Eftersom generatorns period inte kan vara storre an m vill man vélja m mycket
stort. For att garantera periodens langd kan man anvénda Sats 4.1.5, och da
maste m dessutom vara ett primtal.

Exempel 4.1.11. Lat en linjir kongruensgenerator ges avm = 231 —1, a = 7°
och b = 0. Talet m dr ett mycket stort primtal'” (m = 2147483647) och
talet a &r ett primitivt element modulo m, sa enligt Sats 4.1.5 ar generatorns
period 23! — 2 for alla positiva slumpfron. Vi provar att generera 200 slumptal
Up = xn/m med slumpfro xo = 1. Resultatet visas i Figur 4.1. Inget uppenbart
monster syns.

0:8- | I ‘ i1
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0.4- | ”‘ ' ’
1| [

|

0.2 1

0 50 100 150 200

Figur 4.1: 200 pseudoslumptal u,, mellan 0 och 1. (P4 z-axeln visas n, pa y-axeln
virdet pa wy,.)

"Ett tal p& formen 2% — 1 déar k &r ett heltal kallas ett Mersennetal. Ett Mersennetal
som #ven &r ett primtal, som m = 23! — 1, kallas ett Mersenneprimtal. Just detta primtal
upptécktes 1772 av matematikern Leonhard Euler. Det storsta Mersenneprimtalet som &r
kint idag (september 2019) upptéicktes 2018 och ar det enorma talet 282589933 _ 1 yilket
dven ar det storsta primtal man kénner till 6ver huvud taget.
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Vi kan ocksa understka om talen u, verkar vara jamnt fordelade, med hjalp
av ett histogram (Figur 4.2). I histogrammet delas intervallet [0, 1] upp i 10
stycken delintervall med léngd 0.1, och sa riknas antalet pseudoslumptal som
hamnade i varje delintervall. I detta fall ser det nagorlunda jimnt ut. Aven
dkta slumptal kommer ha viss variation i histogrammet, men vi forvantar oss
att det blir jAmnare och jdmnare ju fler slumptal som tas med. A

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figur 4.2: Histogram for de 200 pseudoslumptalen u,,. (P4 z-axeln visas vérdet
P& uy,, pd y-axeln antalet pseudoslumptal som hamnade inom varje intervall.)

Exempel 4.1.12. Vi kan anvinda samma generator som i féoregaende exempel,
men simulera en térning genom att sétta

tn = |6u,| + 1.

Hér betyder |z | heltalsdelen av x, det vill siga det man far om man helt enkelt
tar bort decimalerna (samma sak som att alltid avrunda nedat). Eftersom
0 < up, < 1 kommer 0 < 6u, < 6, s& [6u,] kan anta nagot av véirdena
{0,1,2,3,4,5}. Genom att addera 1 far vi samma virden som en vanlig tarning
kan visa.

Med slumpfré xg = 1 blir de 16 forsta pseudoslumptalen ¢,
1, 1, 5 3, 4, 2, 1, 5 5 6, 3, 4, 5 1, 1, 4.

Det &r forstas svart att siga bara utifran detta om var tarningssimulator &r
bra eller dalig. Nagot uppenbart monster verkar det inte finnas i talféljden i
alla fall. A

4.2 Tillampningar av slumptal

Pseudoslumptal anvands alltsa for allt fran datorspel till kryptering, och kraven
som stélls ar olika beroende pa tillampning. Framforallt i kryptering &r det
extra viktigt att slumptalen ar of6rutsigbara, eftersom det annars finns en
risk att en illvillig person lyckas lista ut de hemliga nycklar som anvénds och
ddrmed kan ldsa den krypterade informationen. Darfor raknas kryptografiskt
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sikra pseudoslumptalsgeneratorer som en egen klass av slumptalsgeneratorer.
De slumptalsgeneratorer som vi studerade i féregdende avsnitt &r tyvérr inte
kryptografiskt sékra.

Vi ska nu titta ndrmare pa nagra enkla exempel dér slumptal kan vara anvand-
bara.

Caesarkrypto. FEtt av de enklaste sétten att kryptera text &r Caesarkryp-
tot, som anvindes redan av Julius Caesar. Det gar ut pa att varje bokstav i
texten byts ut mot den bokstav som ar X platser framfor i alfabetet (modulo
alfabetets lingd, det vill siga om man gar forbi O sa borjar man om fran A).
Talet X &r ett heltal som halls hemligt och kallas for nyckel (den som ska kun-
na lasa meddelandet méaste forstas ocksa kinna till nyckeln). Eftersom nyckeln
inte ska gé att gissa s& kan det vara lampligt att generera den slumpmaéssigt.

Exempel 4.2.1. Lat nyckeln vara X = 5. I krypteringsfasen ska da boksta-
verna bytas ut enligt a - f, b - g, ¢ — h, ..., 4 - ¢, 4 - d, 6 — e. Til
exempel blir meddelandet "Térningen &r kastad” krypterat som

Ydwsnsljs dw pfxyfi

For att avkryptera meddelandet byter man ut varje bokstav mot den bokstav
som ar X plaster bakom i alfabetet istéllet. A

Caesarkrypto kan &ven anvindas i modernare datorsammanhang. Datorer lag-
rar ju all information som en f6ljd av ettor och nollor, och péa alla moderna
datorer sa grupperas bitarna i grupper om atta, vilket ju kallas en byte. En
byte kan anta 256 olika viarden. En fil pa en dator kan alltsa ses som en foljd
av byte By, Ba, ..., By, diar N &r filens storlek (antal byte). For att kryptera
filen kan man vélja en nyckel X och berdkna

KZ‘:MOd256(Bi+X), i=1,2,...,N.

Viardena K; ar byten i den krypterade filen. For att avkryptera filen berdknar
man
Bi:MOd256(KZ’*X), ’L':1,2,...,N.

Caesarkryptot ar vildigt enkelt, men det ar ocksa latt att knécka, framforallt
med en dator som snabbt kan testa alla mojliga nycklar X. Av den anledningen
ses inte Caesarkryptot som en siaker krypteringsmetod nu for tiden.

Slumpvandring. En slumpvandring &r en matematisk modell av en partikel
som ror sig slumpmassigt. I det enklaste fallet ror sig partikeln léngs z-axeln,
och dess position z,, vid tiden n ges av

Ty = Tp_1+ D;, n=12,...,

dar D; ar ett slumptal som till exempel kan anta varden i méngden {—1,1}.
Partikeln hoppar alltsa at ena eller andra hallet i varje steg. Startpositionen
kan sattas till g = 0.
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Om partikeln ror sig i xy-planet kan dess position (zy,yy,) vid tiden n ges av

{xn = Tp-1+ Dy,

n=12,...
Yn = Yn—1 + Ej,

dér bade D; och E; &r slumptal, och startpositionen &r (xg,y0) = (0,0). Ett
exempel pa en sddan slumpvandring visas i Figur 4.3.

-60 =50 -40 -30 -20 -10 0 10

Figur 4.3: Slumpvandring med 1000 steg.

Monte Carlo-beridkningar. Ett sétt att berdkna arean av en komplicerad

form i planet ar att omgérda formen med en fyrkant och slumpa fram punkter
inom fyrkanten, som i Figur 4.4.

o Ay®

Figur 4.4: Berdkning av en sjostjdrnas area.

Om vi rdknar antalet punkter som hamnar inom den komplicerade formen
(fargade roda i Figur 4.4) och dividerar med det totala antalet punkter, sa far
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vi reda pé hur stor formens area ér jamfort med fyrkantens area. Eftersom arean
for en fyrkant ar latt att rdkna ut kan vi fran den rdkna ut den komplicerade
formens area.

I detta fall hamnade 318 punkter av 1000 inuti sjostjarneformen, vilket betyder
att sjostjarnans area ar 0.318 av fyrkantens area. Fyrkantens area ér 3.2-3.2 =
10.24 areaenheter, sa sjostjdrnans area ar

0.318 - 10.24 = 3.25632

areaenheter.

RSA-kryptering. RSA-kryptering &r en betydligt mer avancerad krypte-
ringsmetod jamfort med Caesarkryptot. RSA-kryptering baseras pa att det &r
mycket svart att bestdmma vilka primtal ett stort heltal d&r en produkt av.
Metoden ar asymmetrisk, vilket betyder att vem som helst kan kryptera ett
meddelande med hjélp av en publik nyckel, men for att avkryptera meddelan-
det behovs en hemlig nyckel. Oversiktligt sa fungerar det sa hir:

1. Tva stora primtal p och ¢ slumpas fram. De ska hallas hemliga och det
ar mycket viktigt att de inte gar att forutsdga pa nagot satt.

2. Talet n = pq berdknas. Detta tal ar en del av den publika nyckeln, och
vem som helst far alltsa kdnna till det. Eftersom n &r ett stort tal &r det
svart att faktorisera, sa p och ¢ ar fortfarande hemliga.

3. Ett heltal e berdknas pa ett specifikt satt utifran p och ¢ (vi gar inte in
pé hur hér). Detta heltal &r den andra delen av den publika nyckeln. Det
gar inte att gissa p och ¢ utifran e.

4. Ett heltal d berdknas pa ett specifikt sitt utifran e, p och ¢ (vi gar
inte in pa hur hér). Detta heltal utgér den hemliga nyckeln och ska
alltsa inte avslojas for nagon, forutom for den som ska kunna avkryptera
meddelandena.

Nar denna process ar klar behovs inte primtalen p och ¢ langre. For att kryp-
tera meddelanden behovs talen e och n (som tillsammans utgér den publika
nyckeln), och for att avkryptera meddelanden behovs talen d (den hemliga
nyckeln) och n. For att kryptera ett heltalsmeddelande m beréknas

¢ = Mod,, (m®),
dér c ar det krypterade meddelandet. For att avkryptera meddelandet berdknas

m = Mod, (%),

vilket fungerar eftersom m = Mod,,((m®)¢) pa grund av det speciella sitt som
talen e och d valdes pa.
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Ovningar

Ovning 4.1. Anvind en linjir kongruensgenerator L(m,a,b) med m = 10,
a = 3 och b = 2 for att berdkna z1, x2, x3, x4 och x5 om zg = 0. Vad &r
perioden i detta fall?

Ovning 4.2. Anvind en linjir kongruensgenerator L(m,a,b) med m = 10,
a = 5 och b = 5 for att berdkna 1, 2, x3, T4 och 5 om g = 1. Vad &r
perioden i detta fall?

Ovning 4.3.

(i) Vad hénder om a = 0 for en linjar kongruensgenerator L(m,a,b)?

(ii) Varfor dr det ofta ingen bra idé att vélja a = 1 for en linjar kongruens-
generator L(m,a,b)? Ge ett exempel!

Ovning 4.4. En annan typ av pseudoslumptalsgenerator kallas Blum Blum
Shub och ges av

Tni1 = Mod,, (22), n=0,1,2,...

dar m ar ett positivt heltal. Lat m = 11 och 2y = 5 och berdkna x1, x2, 3,
x4 och x5. Vad blir perioden?

Ovning 4.5.

(i) Ar 2 ett primitivt element modulo 3?
(i) Ar 2 ett primitivt element modolo 47
(iii) Vilka tal dr primitiva element modulo 77

Ovning 4.6 (). Antag att m = pq dir p och ¢ &r heltal stérre &n 1 och
mindre &n m, och p dessutom &r ett primtal. Bevisa foljande:

(i) Om ett heltal a € {1,2,...,m — 1} ir delbart med p sa dr Mod,,(a)
ocksa delbart med p for varje positivt heltal 7.

(ii) Om istéllet a € {1,2,...,m — 1} inte ar delbart med p sd kan inte
Mod,,(a) heller vara delbart med p fér nagot positivt heltal .

(iii) Anvénd (i) och (ii) for att visa att det inte kan finnas nagra primitiva
element modulo m om heltalet m > 1 inte &r ett primtal.

Ovning 4.7. Ge ett exempel pa att Hjélpsats 4.1.9 inte géller for alla heltal
z sddana att 0 < z < m om m inte ar ett primtal.

Ovning 4.8. Visa med hjilp av induktion att for varje positivt heltal i géller
antingen 4° =1 (mod 5) eller 4° =4 (mod 5).

Ovning 4.9. Ett Mersenneprimtal dr ett tal pa formen 2 — 1 som dessutom
ar ett primtal. Hur manga Mersenneprimtal finns det som &r mindre &n 5007
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Ovning 4.10. Visa att om a &r ett primitivt element modulo m s kan det
inte finnas nagot positivt heltal i sadant att a’ = 0 (mod m).

Ovning 4.11. Du hittar ett hemligt meddelande som lyder
Tupdlipmnt nbufnbujtlb djslfm

Du missténker att det ar ett krypterat meddelande. Vad star det egentligen?

Programmeringsuppgifter

Ovning 4.P1. Skriv ett program som anvéinder en linjir kongruensgenerator
L(m,a,b) for att skriva ut 20 pseudoslumptal z1, ..., x9. Parametrarna m, a
och b samt slumpfréet zg ska ga att dndra pa i programmet. Testa ditt program
med m = 2147483647, a = 16807, b = 0 (parametrarna fran Exempel 4.1.11)
och g = 1.

(De flesta programmeringssprak har inbyggd funktionalitet fér att berdkna

Mod,, (x). I Python skrivs Mod,, () till exempel )

Ovning 4.P2. Skriv ett program som anvinder generatorn Blum Blum Shub
fran Ovning 4.4 for att skriva ut 20 pseudoslumptal z1,...,29. Testa ditt
program med m = 22133009 och zg = 3.

Ovning 4.P3. Andra ditt program fran Ovning 4.P1 sa att det istéllet skriver
ut uy,...,usq dar
Tp
Up = —.
m
Ovning 4.P4. Andra ditt program fran Ovning 4.P3 sa att det skriver ut 20

slumpméssiga heltal fran méngden {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Ovning 4.P5 (x). Skriv ett program som testar om ett heltal a (0 < a < m)
dr ett primitivt element modulo m, dar m &r ett positivt heltal. Testa ditt
program med m =5 och a € {1,2,3,4}. Nir du ser att programmet fungerar,
avgor om 2 eller 3 &ar ett primitivt element modulo 547.
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5 Formella sprak

Hittills har detta kompendium handlat om hur man kan anvénda datorer till
att 16sa matematiska problem, till exempel att 16sa ekvationer eller att generera
slumptal.

De kommande kapitlen vinder pé detta forhéallande. Har studeras istéllet dato-
rer med hjalp av matematiska verktyg. Mer specifikt s& studeras problem som
har féljande allmédnna form.

Givet en mdangd, finn en algoritm som avgor ifall ett godtyckligt element ingar
1 mangden eller inte.

For att detta ska kunna studeras ndrmare méaste tva saker specificeras.

(i) Vilka méngder och element som algoritmen ska verka pa.

(ii) Vad som avses med en algoritm.

Syftet med detta kapitel dr att behandla den forsta punkten. I Kapitel 6 av-
handlas den andra, och i Kapitel 7 vévs dessa ihop for att ge ett svar pa
beslutsproblemet.

5.1 Tecken, alfabet och ord

Virlden &r fylld av alfabet. Det mest anvinda &r det latinska alfabetet, ifall
man riaknar alla varianter. Andra vélanvénda alfabet &r det arabiska, det ky-
rilliska och det grekiska.

Sprakvetenskapligt definieras ett alfabet som en samling tecken som &r tdnkta
att motsvara ett spraks grundfonem (de ljud som de talade orden byggs upp
av). Ett exempel ar att bokstaven a, som motsvarar vokalljudet i ordet far.

Har tas ett mer generellt grepp.

Definition 5.1.1. Ett alfabet ar en icketom, &ndlig méngd tecken. A

Alfabet betecknas vanligtvis med det grekiska bokstaven Y. Ett alfabet beho-
ver inte innehalla bokstéver: méngden {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} ar ett alfabet,
forutsatt att man betraktar siffrorna som tecken.

Exempel 5.1.2. Det latinska alfabetet &r ett alfabet. Ett mindre alfabet &r
méngden {a, b, c}. Ett enkelt alfabet &r {a}. A

Definition 5.1.3. Ett ord ar en éndlig foljd av tecken ur ett alfabet. Ett ords
ldngd ar antalet tecken det innehéller. A

Enskilda tecknen i ett alfabet kan ses som ord av lidngd 1. Ord kan &ven ha
langd 0, och kallas d& det tomma ordet.

Definition 5.1.4. Det tomma ordet ar ordet som saknar tecken och betecknas
e. Det ar ett ord i alla alfabet. AN
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Exempel 5.1.5. Nagra ord i det latinska alfabetet &r triangel, algebra och
kongruensekvation. Ur alfabetet {a,b} kan man bilda ord som abaa, abba och
baba. A

Alla foljder av tecken dr ord, oavsett om de betyder nagot eller inte. Till ex-
empel ar bade abaa och triangel ord i det latinska alfabetet, trots att det férra
ar meningslost och det andra refererar till en typ av geometrisk figur. Nar man
ignorerar ordens betydelse siger man att man studerar man deras formella
eller syntaktiska egenskaper.

Genom att sdtta samman ord kan man fa fler.

Definition 5.1.6. Sammanséttningen av tva ord w = o1---0, och u =
Ty Tm ar ordet oy --- 0,71 - - - T, och betecknas w o u.

Nér ett ord sammansitts med det tomma ordet (eller omvént) &r resultatet
lika med ursprungliga ordet. Man kan skriva det som eow =w =woe. A

Exempel 5.1.7. Sammanséattningen av orden abed och cbab ar abed o chab =

abedcbab. A

Ifall w = 01 - - - 0y, ar ett ord, ser man att
W =010020---00n.
Varje ord kan alltsé skrivas som en sammanséttning av dess ingaende tecken.

Sammanséttning av ord dr som multiplikation av tva tal: man tar tva ord och
kombinerar dem for att fa ett nytt. Det tomma ordet spelar samma roll som
talet 1.

Till skillnad fran multiplikation av tva tal sa spelar det roll i vilken ordning som
tva ord sammansatts. Till exempel ar aba o bab = ababab, medan bab o aba =

bababa.

Precis som vid multiplikation skrivs i regel inte sammanséattningssymbolen o
ut, utan sammansattningen av w och u betecknas wu.

Definition 5.1.8. Ett ord u &r prefix till ett ord w ifall det finns ett ord z séa
att uz = w. Ordet u &r ett suffiz ifall det finns ett ord z sa att zu = w.

Ifall z inte ar det tomma ordet, ar prefixet eller suffixet dkta. A

Alla ord &r odkta suffix och prefix till sig sjalva. Det tomma ordet ar prefix
och suffix till alla ord.

Exempel 5.1.9. Ordet katt har prefixen ¢, k, ka, kat och katt, och suffixen
g, t, tt, att och katt. A

Pa samma sdtt som man definierar potenser av ett tal som upprepad multi-
plikation av talet med sig sjélvt, definierar man upprepningen av ett ord som
upprepad sammanséattning av ordet med sig sjalvt.

Definition 5.1.10. Ifall w = o1 --- oy, ar ett ord och n ett positivt heltal, &r
den n-faldiga upprepningen av w

n stycken n stycken
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Ifall n = 0, dr w" = w’ = «. A

Repetioner av ett ord paminner om potenser av ett tal, men &r inte riktigt
samma sak. Till exempel géller i allménhet inte att (wu)™ = w™u”. Ett konkret
motexempel dr att (ab)? lika med abab, men a?b? &r aabb. Sambandet giller
déremot ifall orden u och w é&r lika.

Sats 5.1.11. Ifall w dr ett ord gdller att w™w™ = w™ ™™ fér alla icke-negativa
heltal n och m.
Bewvis. Ifall m ar 0, far man att

w”owm:w”owozw"oszw":w”+0

Samma bevis fungerar nér n = 0. Ifall bade n och m &r stérre &n 0, kan man
skriva

wlow™ =wo---owowo---ow=wo---ow =w".

n stycken m stycken n + m stycken

O]

Sammanséttningar och upprepningar ar ordoperationer: givet ett eller flera ord
som argument ger de ett nytt ord. Man kan ténka sig andra ordoperationer.

Definition 5.1.12. Reversionen av ett ord w = o1---0, ar ordet w™ =
oy -+ 01. Reversionen av det tomma ordet dr det tomma ordet. A

Exempel 5.1.13. Reversionen av ordet abbab ar babba. Reversionen av ett
enskilt tecken ar tecknet sjélvt. A

5.2 Sprak over alfabet

Enskilda ord &r i regel av begrénsat intresse: det intressanta hénder nér de
samlas i mangder.

Definition 5.2.1. Ett formellt sprik over ett alfabet &r en méngd av ord i
detta alfabet. JAN

Spraken som studeras hir kallas formella eftersom man enbart tar hénsyn till
de ingaende ordens formella egenskaper. Sprak som anvands till vardags kallas
naturliga sprak, och studeras bland annat inom sprakvetenskap.

Sprak, till skillnad fran ord och alfabet, kan vara odndliga. Det viktiga ar att
antalet tecken i varje enskilt ord &r &dndligt ménga, och att det bara finns
andligt manga olika tecken i orden.

Exempel 5.2.2. Den tomma mangden och mingden som enbart innehaller
den tomma striangen &ar sprak over alla alfabet. Samtliga alfabet utgor sprak
over sig sjilva, ifall man betraktar tecknen i alfabetet som ord av langd 1.

Méngden {a, ac, caba, bb, cab} ar ett sprak over alfabetet {a, b, c}. A
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Definition 5.2.3. Kleenetillslutningen av ett alfabet X ar spraket som bestar
av alla mojliga ord 6ver X, och betecknas ¥*. A

Sprak ar inget annat &n méngder, och man kan darfor tillampa méangdopera-
tioner pa dem. Givet tva sprak L; och Lo Over Y. definieras darfor unionen,
snittet, differensen och komplementet av dem som

Li ULy, LyU Ly, Ll\LQ och E:E*\Ll

Unionen av tva sprak bestar av alla ord som ligger i endera spraken, medan
snittet bestar av alla ord som ligger i bada spraken. Differensen ar alla ord som
enbart finns i ett av dem, medan komplementet av ett sprak bestar av alla ord
som inte ligger i det.

Genom att utnyttja att spraken bestar av ord, kan man definiera ytterligare
sprakoperationer.

Definition 5.2.4. Sammansdttningen av tva sprak L; och Lo &r spraket
{wu | w € Ly och u € Ly}

och betecknas L1 L. AN

Exempel 5.2.5. Spraken L; = {kork, ek} och Ly = {stol,berg} har samman-
sattningen
Ly Ly = {korkstol, korkberg, ekstol, ekberg}.

Ifall tva sprak endast bestar av ett ord vardera, &r sammanséittningen av spra-
ken lika med spréaket som bestar av sammanséttning av dessa ord. A

Spraken @ och {e} intar en sérstéllning i vid sammanséttning av sprak. Det
tomma spraket uppfyller att

Ol =010=0
medan
{E}Ll = L1{€} = Ll.
Dessa egenskaper motsvarar de som 0 och 1 har for multiplikation av tal.

I likhet med sammanséattning av ord sa géller i regel inte att LyLo = Lol;.
Ett konkret exempel ar att

{a}{b} = {ab} och {b}{a} = {ba}

ar tva olika sprak.

I likhet med hur man definierar upprepningar av enskilda ord, kan man givet
ett sprak L definiera det upprepade spraket L™.

Definition 5.2.6. Ifall L &r ett sprak och n &r ett heltal som &r storre &n 0,
ar den n-faldiga upprepningen av L

L"=1L---L.
[ —

n stycken

Ifall n = 0, &r L° = {e}. A
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Exempel 5.2.7. Ifall L = {ab, c}, ar

L? = {ababab, ababe, abcab, abee, cabab, cabe, ccab, cec}. A

Ovning 5.14 ger en generalisering av Sats 5.1.11 for godtyckliga sprak.

Definition 5.2.8. Ifall L &r ett sprak kallas spréaket
L*=r’urtur’u...={eJULUL?U--.
for Kleenetillslutningen av L. A

Ovanstéende ar en generalisering av Kleenetillslutningen av ett alfabet. Om X
ar ett alfabet (betraktat som ett sprak) dr ¥ méngden av ord 6ver ¥ av langd
n. Eftersom alla ord éver 3 har dndlig langd sé ligger varje ord i X" for nagot
n. Darfor kommer Kleenetillslutning av 3 (sett som ett sprak) sammanfalla
med den ursprungliga definitionen av Kleenetillslutningen av ett alfabet.

Exempel 5.2.9. Spraket {a} har Kleenetillslutningen {¢, a, aa, aaa, ...}, det
vill séga samtliga upprepningar av a. Spraket L = {ab,c} har Kleenetillslut-
ningen

L* = {e} U{ab, c} U{abab,abe,cab,cc} U--- . A

Kleenetillslutningen av ett sprak innehaller alltid det tomma ordet eftersom
L° = {e}. Detta har konsekvensen att J* = {e}.

Genom méngdoperationer, ssmmanfogningar och Kleenetillslutningar kan man
bilda en rad olika sprak.

Exempel 5.2.10. (i) Spraket
{2,23,233,2333,...}

kan skapas genom sammanséttning av spraken {2} och {e, 3,33,...}. Det
senare kan beskrivas som Kleenestillslutningen av {3}, sa

{2,23,233,2333,...} = {2} ({3}").

(ii) Spraket over alfabetet {a, b} som bestéar av alla ord som innehaller delor-
det bab kan skrivas som

({a, b}*){bab}({a,}").

Varfor? Varje ord som innehaller bab kan delas upp i tre delar: sekvensen
av tecken innan den forsta forekomsten av bab, ordet bab och sekvensen
av tecken efter den forsta forekomsten av bab. Sekvenserna fore och efter
den forsta forekomsten av bab kan vara vilka som helst. A

Ett annat satt att bilda nya sprak ur gamla &r genom prefix och suffix.
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Definition 5.2.11. Prefiz- och suffizspraket av ett sprak L over X ar
Pre(L) = {w € ¥ | w &r ett prefix till ndgot ord i L }

och
Suf(L) = {w € ¥* | w ar ett suffix till ndgot ord i L }. A

Eftersom alla ord har bade det tomma ordet och sig sjalvt som suffix och prefix,
s innehaller ett sprak L:s prefix- och suffixsprak L U {¢} som delméngd.

Exempel 5.2.12. Spraket L = {katt} har prefixspraket
Pre(L) = {e, k, ka, kat, katt}

och suffixspraket
Suf(L) = {e,t,tt, att, katt}. A

5.3 Reguljara sprak

En geometriker studerar inte enskilda geometriska figurer, utan geometriska
figurer i allménhet. P4 samma sétt studerar en datavetare i regel inte enskilda
formella sprak, utan deras allmédnna egenskaper.

Ett sétt att gora detta dr att dela in de formella spraken i klasser, som sedan
studeras var for sig. Detta motsvarar att en geometriker studerar olika typer
geometriska figurer (trianglar, parallellogram) var for sig.

Utover att studeras var for sig, kan klasserna &ven relateras till varandra. Ex-
empelvis kan en geometriker se att alla parallellogram kan delas i tva likadana
trianglar, genom att dra en diagonal mellan tva av dess horn.

Reguljira sprak &ér en viktig klass av formella sprak och &dr de som studeras
i detta kompendium. De dr den enklaste klassen av sprak som studeras av
datavetare.

Definition 5.3.1. De reguljira spriken Gver ett alfabet X ges av foljande
rekursiva definition.

(i) Det tomma spraket @ ar reguljért.

(ii) Om o &r ett tecken i X, ar {o} reguljart.

iii) Ifall Ly och Lo ar reguljara sprak ar Ly U Lo, LiLy oc reguljira

(iii) Ifall L, och Lo ir reguljira sprak ar Ly U Lo, LyLs och LY regulji
sprak. A

For att undvika ett 6verflod av parenteser niar man beskriver reguljéara sprék,
s& anvinds foljande bindningsregler:

Forst Kleenetillslutning, dérefter sammanséattning och sist union.
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Ett sitt att minnas konventionen &r att ténka pa Kleenetillslutning som en
potens, sammanséattning som multiplikation och union som addition. Da ar
bindningsreglerna desamma som for aritmetiska uttryck.

Exempel 5.3.2. Spraket {2}{3}* som studerades i Exempel 5.2.10 &r regul-
jart. Likaledes ar spréaket

{a,b}"{bab}{a,b}" = ({a} U{b})" {bab} ({a} U {b})"
reguljart. A

Man behéver anvinda parenteser i ovanstaende hogerled, for att markera att
Kleenetillslutningen ska goras 6ver hela unionen. Spraket

{a} U {6} {bab}{a} U{b}"
ar ett annat, som bland annat inte innehaller ordet bab.

Miéngdklamrarna fyller ingen funktion, och de brukar darfor utelamnas. Nar
man gor detta far man reguljira uttryck. Pa engelska kallas reguljara uttryck
for reqular expressions, vilket forkortas som regex eller regexp.

Exempel 5.3.3. Det reguljara uttrycket for spraket {2}{3}* ar 23*, medan
det reguljara uttrycket for spraket

({a} U {b})" {bab} ({a} U{b})"
ar (aUb)" bab(aUb) . A
Reguljira uttryck éver ett alfabet liknar orden som kan bildas Gver alfabetet.

Men det ar viktigt att inte forvixla dem: reguljara uttryck refererar till sprak,
det vill séga mangder av ord, inte orden i sig.

Varje reguljart sprak beskrivs av ett reguljart uttryck. Men det ar inte unikt:
ett reguljart sprak kan beskrivas av manga olika reguljara uttryck.

Exempel 5.3.4. (i) Spraket over {a,b} som bestar av orden {ab,ba} har
det reguljara uttrycket ab U ba.

(ii) Spraket over {a,b} som bestar av alla ord som bérjar pa a har det re-
guljara uttrycket a(a U b)*.

(iii) Ett ord 6ver spraket {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} representerar ett naturligt
tal ifall det &ar O eller inte borjar pa 0. Spraket som bestar av alla dessa
ord har det reguljara uttrycket

0U(1U2U3U4U5U6UT7TUSU9)(0UTIU2U3U4USUBUTUSUI) .

(iv) Spraket som bestar av alla ord pa formen
S~
n n
ar inte reguljart.
A
Informellt sa &ar de reguljara spraken de som man kan bygga genom att sam-

manséttning, icke-deterministiskt val och godtycklig upprepning (iteration) ur
sprak.
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Ovningar
Ovning 5.1. Bevisa att alla sprak som bestar #ndligt manga ord ér reguljéra.

Ovning 5.2. En datafil innehaller uppmétt tryck med tillhdrande tidpunkt for
méatning. Tidpunkterna har formatet HH:MM:SS. Skriv ett reguljart uttryck
som véljer ut tiderna mellan 15:00 och 16:59.

Ovning 5.3. Ange reguljira uttryck for spraket som innehaller alla ord som
bestar av ett jamnt antal a:n f6ljt av ett udda antal b:n.

Ovning 5.4. Ange reguljira uttryck for spraket som innehaller alla ord som
innehaller minst tre a:n och slutar pa b.

Ovning 5.5. Ange reguljira uttryck for spraket som innehaller de ord Gver
{0,1} som representerar bindra tal som ar delbara med 4.

Ovning 5.6. Ange reguljira uttryck for spraket som innehaller de ord Gver
{0,1} som representerar binéra tal som ar kongruenta med 2 modulo 4.

Ovning 5.7. Ett sprak L har prefizegenskap ifall inget ord i L &r ett dkta
prefix av nagot annat ord i spraket. Ge exempel pa ett odndligt sprak med
prefixegenskapen.

Ovning 5.8. Bevisa att tva ord Gver ett alfabet &r lika ifall bada &r prefix
eller suffix av varandra.

Ovning 5.9. Bevisa att ifall L &r ett sprak som innehaller k stycken ord sé
bestar L™ av k™ ord. Anvind detta for att ta fram ett uttryck for hur manga
ord

PurLtu.---uL®

innehaller.
Ovning 5.10. Bevisa att for godtyckliga sprak L galler

och

L*L*=L"
Ovning 5.11. Bevisa att suffixspraken uppfyller
(i) Suf(oio9---0p) = {0102 Op,02- - Ony...,0n, €},
(i1) Suf(LqLg) = (Suf(L1)Ly) U Suf(Ls),
(iii) Suf(L; U L) = Suf(L1) U Suf(Ls),
(iv) (L*) = Suf(L)L*.
for alla sprak Ly och Ls.
Ovning 5.12. Anviind ekvationerna i Ovning 5.11 for att ge ett uttryck for
suffixspraket av L = ab*(ab)*.
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Ovning 5.13 (). Tag fram ekvationer som i Ovning 5.11 for prefixspraken
och bevisa att det géller. Berdkna sedan prefixspraket av ab*(ab)*.

Ovning 5.14 (%). Lat £ beteckna mingden av sprak Gver ett alfabet. Potens-
funktionen P : L x N — L definieras genom P(L,n) = L".

Ge en rekursiv definition av potensfunktionen, och anvind den for att bevisa
att
P(L,n+m) = P(L,n)P(L,m)

for alla sprak L och naturliga tal n och m.

Ovning 5.15. Bevisa att om «, 8 och ~ #r reguljira uttryck, sa géller den
distributiva lagen:

afUay=a(fUn).

Ovning 5.16 (x). Lat X vara ett alfabet. Reversionsfunktionen rev : $* — %*
avbildar ett ord w pa sin reversion w".

Ge en rekursiv definition av reversionsfunktionen och anvéind den for att re-
versera ordet abcd. Bevisa déarefter att definitionen &r korrekt, det vill sdga
att

rev(oy - 0p) = 0p - 01

for alla tecken o1, ..., o, i alfabetet.

Ovning 5.17 (%). En palindrom &r ett ord som ir lika med sin egen reversion.
Palindromspriket P(X) 6ver ett alfabet X bestar av alla palindrom 6ver detta
alfabet.

(i) Skriv upp samtliga palindrom 6ver {a,b} som bestéar fyra eller farre tec-
ken.

(ii) Ge en rekursiv definition av palindromspraket 6ver {a, b}.

(iii) Utvidga definitionen i (ii) till ett godtycklig alfabet X.
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6 TillstAndsmaskiner

Betrakta foljande beslutsproblem.

Givet ett reguljart sprik, finn en algoritm som avgér ifall ett godtyckligt ord
ingar i det eller inte.

Ord och reguljara sprak definierades i forra avsnittet. Har studeras istéllet
algoritmer.

Ordet algoritm kommer fran den persiske matematikern al-Khwarizmi. Han
uppfann bland annat algebran som sjalvstéandig matematisk disciplin och gav
generella 16sningar till forsta- och andragradsekvationer.

Latinska Gverséattningar av hans bocker introducerade dven det indiska posi-
tionssystemet i Visteuropa, vari han &ven beskrev generella metoder for att
berdkna exempelvis summor och differenser. Dessa metoder kom att kallas
algoritmer.

Lost beskrivet ar en algoritm en uppséttning instruktioner som tar indata av
en viss typ och producerar utdata av en viss typ. Instruktionerna ska dessutom
vara berdkningsbara. Berdkningsbarhet kan formaliseras pa olika sétt. Den mest
kidnda ar Turingmaskinen, namngiven efter den brittiske matematikern Alan
Turing. Det &r en slags teoretisk datormaskin, som ar tillrackligt specifik for att
studeras med matematiska metoder, men den fangar fortfarande intuitionen av
berakningsbarhet.

Det finns andra formaliseringar av berdkningsbarhet. Men trots att formalise-
ringarna pa ytan ar olika, har det visat sig att i princip samtliga &r ekvivalenta,
och att ingen av dem kan berékna nagot som inte kan berdknas av en Turing-
maskin. Detta ger stod at det som kallas for Church- Turings tes. Den siger att
de berdkningsbara funktionerna &r precis de som kan berdknas av en Turing-
maskin.

Eftersom berékningsbarhet inte &r ett matematiskt begrepp kommer tesen ald-
rig kunna bevisas matematiskt. Man kan se det som ett antagande att Turing-
maskinen &r en korrekt modellen av vad det innebér att vara berdkningsbar.

I detta kapitel studeras tillstandsmaskiner. De ar férenklade varianter av Tu-
ringmaskiner. Det finns tva skél att géra denna inskrankning.

(i) Tillstandsmaskiner 16ser beslutsproblemet for reguljira sprak.

(ii) Tillstandsmaskiner ar enklare att arbeta med.

Man kan tédnka att ifall en Turingmaskin &r en dator, s& ar en tillstandsmaskin
en dator utan arbetsminne. Den som programmerat kan tdnka tillstandsma-
skiner &r program som inte far spara eller &ndra néagra programvariabler.

I detta kompendium anvands ibland kortformen maskin for tillstAndsmaskiner.
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6.1 Deterministiska tillstandsmaskiner

En deterministisk tillstdndsmaskin over ett alfabet bestar av en &ndlig méngd
av tillstand. Ett av dessa dr utvalt som starttillstand och noll eller fler ar
utvalda som accepterande tillstand. Det finns ocksa en dvergangsfunktion, som
tar ett tillstand och ett tecken som argument och som returnerar ett tillstand.

Maskinerna fungerar som en véxellada. De olika vaxlarna &r tillstanden, och
overgangsfunktionen beskriver hur den beter sig i varje vaxel. Mer konkret
sé specificerar den vilken véxel maskinen ska byta till, ifall ett visst tecken
kommer nér maskinen star i en viss véxel.

Overgangsfunktionen gor att maskinen kan drivas av ord 6ver alfabetet. Man
kan se orden som en sekvens av kommandon. Maskinen bérjar i starttillstandet,
och uppdaterar sitt interna tillstand allteftersom den laser nya tecken i ordet.

Nér ordet, det vill sdga sekvensen av kommandon, ar slut, kommer tillstands-
maskinen drivits till ndgot tillstand. Ifall det tillstandet &r ett accepterande,
sdger man att ordet accepteras av maskinen.

Tillstandsmaskiner ritas oftast som riktade grafer. Tillstanden ritas som cirk-
lar. Starttillstandet markeras genom att man ritar en pil som pekar pa den.
De accepterande tillstanden markeras genom att rita dem som dubbla cirklar.

Overgangsfunktionen ritas som pilar mellan tillstinden, markerade med tecken
ur alfabetet. En pil fran ett tillstand S till ett annat tillstand Se som &r
markerad med ett tecken o betyder att dvergangsfunktionen avbildar (S, 0)
pé, SQ.

Ifall flera tecken i alfabetet gar fran ett tillstand till ett annat, sa skrivs samtliga
till samma pil, sa att det endast gar en pil fran ett tillstand till ett annat.

Ett ord driver maskinen genom att vandra genom dess tillstand. Det borjar
i starttillstandet med hela ordet. Sedan konsumerar den tecknet lingst till
vanster i ordet, och flyttar langs pilen mérkt med detta tecken. Sedan gor den
om proceduren, tills att det inte finns nagra tecken kvar.

Exempel 6.1.1. Betrakta den deterministiska tillstandsmaskinen i Figur 6.1.
Maskinen ar over alfabetet {a,b} och figuren bestar av tva tillstand, 1 och 2,

a a,b

ORR O
Figur 6.1: En deterministisk tillstandsmaskin.

ritade som cirklar. Starttillstandet 1 4r markerat med en pil som pekar pé den,
medan tillstand 2 ar accepterande, vilket markeras genom att den ritas med
tva cirklar.

Figuren innehaller tre pilar. En av dem utgar fran tillstand 1, och loopar runt
och pekar pa tillstand 1. Den pilen &r markerad med a. En annan pil gar fran
tillstand 1 till tillstand 2, och &r mérkt med b. Den sista pilar loopar fran
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tillstand 2 till sig sjéalvt, och ar markerad med a och b.

Lat nu maskinen drivas av ordet aababa. Da kommer den stanna i tillstand
11 de tva forsta stegen. Dérefter kommer det aktiva tillstandet &ndras fran
tillstand 1 till tillstdnd 2, varefter den stannar i detta tillstdnd resten av kor-
ningen. Eftersom detta &r ett accepterande tillstand, s accepterar maskinen i
Figur 6.1 ordet aababa.

I allménhet géller att maskinen accepterar alla ord 6ver {a,b} som innehéaller
minst ett b. Alla ord som nagon gang drivs till tillstdnd 2 kommer namligen
stanna det. De ord som inte drivs till tillstand 2 4r de som stannar i tillstand
1 hela tiden, vilket bara kan hénda ifall b ej forekommer i ordet. A

Enskilda tillstandsmaskiner studeras vanligtvis genom sin visuella representa-
tion, men for att studera dem i allménhet kravs en formell definition.

Definition 6.1.2. En deterministisk tillstandsmaskin over ett alfabet 3 bestar
av

en dndlig méngd tillstand €.

en overgangsfunktion ¢ fran Q x X till Q.
ett starttillstand S € Q.

en méngd accepterande tillstand F' C (2

Ifall §(S1,0) = So sdger man att det finns en o-dverging fran Sy till Ss. AN

Exempel 6.1.3. Tillstandsmaskinen i Figur 6.1 ges av Q = {1,2}, S =1 och
F = {2}, och dess dvergangsfunktion &r A

Qx¥ | (La) (1,b) (2,a) (2,b)
5(S,s) | 1 2 2 2

Tabell 6.2: Overgangsfunktionen for maskinen i Figur 6.1

Anmairkning 6.1.4. Ett annat satt att beskriva évergangsfunktionen ar i
termer av tripplar (Si,0,52), dar S1 och Sy ér tillstand i maskinen och o dr
ett tecken i alfabetet. Trippeln (Si,0,S2) tolkas som ifall maskinen dr i till-
stind Sy och nésta tecken dr o, sa dr nasta tillstand Sa. Overgangsfunktionen
i Exempel 6.1.3 ges av foljande triplar.

Q1 1 2 2
Yla b a b
Q1 2 2 2

Tabell 6.3: Overgangstripplar fér maskinen i Exempel 6.1.1

Man kan saledes beskriva overgangsfunktionen som en delméngd A av Q x
Y x 2, med egenskapen att for varje par (S1,0) av tillstand S; och tecken o
forekommer exakt en trippel pa formen (S1,0,52) 1 A.

Notera att méngden av Overgangstripplar dr grafen av funktionen §, enligt
Definition 1.2.1.
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Overgangsfunktionen ar bara definierad pa enskilda tecken. Vad hénder nér
man later ett ord driva maskinen, snarare &n ett enskilt tecken? Det fangas av
den utvidgade overgangsfunktionen.

Definition 6.1.5. Den utvidgade dvergangsfunktionen 6* fran Q x 3* till
definieras rekursivt enligt foljande:

{5*(5,5) =S
0 (S, ow) = §*(0(S, o), w).

Ordet w driver en maskin fran Sy till So ifall §*(S1,w) = Ss. A

Tanken med definition &r som foljer. Lat w vara ett ord i ¥* och S det tillstand
som maskinen startar i. Ifall w inte innehaller nagot tecken, dr det tomt och
maskinen stannar darfér kvar i S.

Ifall w innehaller ett eller fler tecken sa konsumerar maskinen av tecknet langst
till vénster (o i den rekursiva definitionen) och uppdaterar sitt nuvarande till-
stand till §(.5, o). Déarefter gor den om proceduren pa det forkortade ordet.

Eftersom alla ord har &ndlig langd, kommer maskinen efter ett dndligt antal
steg konsumerat alla tecken, och da stannar den, eftersom §*(S,¢) = S.

Exempel 6.1.6. Ifall w = aabab och S = 1, s& beréknas §*(.S, w) for maskinen
i Figur 6.1 enligt

5*(S,w) = 6*(1, aabab) = 6*(6(1, a), abab)
= 0"(1, abab) = 6*((1, a), bab)
= 0"(1, bab) = 6" (4(1,b), ab)
= 0%(2,ab) = 6%(6(2,a),b)

=0%(
= §%(2,

b) = 5*( (2,6),¢)
€)=

Notera hur det vénstra argumentet i korningen uppdateras fran 1 till 2 nér
man for forsta gangen nar b. A

2
2

Definition 6.1.7. Sprdket for en deterministisk tillstAndsmaskin M med start-
tillstand s och accepterande tillstand F' ar

L(M)={weX*|§(s,w) € F}.

En deterministisk tillstandsmaskin avgdr ett sprak L ifall dess sprak samman-

faller med L. A

Exempel 6.1.8. Maskinen i Exempel 6.1.1 avgor det reguljiara spraket a*b(aU
b)*. A

Eftersom 6* ar en funktion, s& driver varje ord maskinen till ett unikt tillstand.

Maskinens beteende &r alltsa forutbestdmt, givet ordet som driver det och
vilket tillstand den startar i. Det dr darfor de kallas for deterministiska.
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Figur 6.4: En deterministisk tillstandsmaskin med tre tillstand.

Exempel 6.1.9. Tillstandsmaskinen i Figur 6.4 bestar av tre tillstand, num-
rerade 1 till 3. Tillstand 1 &r ett starttillstand och tillstand 2 ar accepterande.
Fran tillstand 1 utgar tva 6vergangar: en a-6vergang som loopar tillbaka och en
b-overgang till tillstand 2. Fran tillstand 2 utgar en a-6vergang som loopar till-
baka, och en b-6vergéng som gar till tillstand 3. Slutligen utgar tva 6vergangar
fran tillstand 3: en a-6vergang som dven den loopar tillbaka till tillstand 3 och
en b-Overgang som gar tillbaka till tillstand 2.

Lat maskinen drivas av ordet ababaa. Den kommer stanna i starttillstandet
en tur och konsumera ett a. Sedan flyttar maskinen over till tillstand 2 néar
den konsumerar ett b, ddr den stannar i en tur och konsumerar ett a. Dérefter

Ord ‘ ababaa babaa  abaa baa aa a €
Tillstand | 1 1 2 2 3 3 3

Tabell 6.5: Overgangar i Figur 6.4

flyttar den 6ver till tillstand 3 och konsumerar ett b. Dar stannar den i tva
turer, och konsumerar de tva sista a:na. Saledes driver ordet ababaa maskinen
till tillstand 3. Eftersom tillstand 3 inte &r accepterande, sa ingar ababaa inte
i maskinens sprak. A

Exempel 6.1.10. Lat ¥ vara ett alfabet och a ett tecken i ¥ och betrakta
tillstandsmaskinerna nedan. Den vénstra, Figur 6.6, bestar av ett starttillstand

Figur 6.6: Tillstdndsmaskin for @. Figur 6.7: Tillstandsmaskin for {a}.

som &r inte ar accepterande, och dar alla tecken loopar tillbaka starttillstan-
det. Denna maskin accepterar inget ord, eftersom den saknar accepterande
tillstand. Man kan uttrycka det som att den avgor det tomma spréket.

Den hogra, Figur 6.7, bestar av tre tillstand. I 6vre vinstra hornet av figuren
finns tillstand 1, som &r ett icke-accepterande starttillstand.

73



Tva pilar utgar ifran detta tillstand, en méarkt med a som gar till ett accepte-
rande tillstand 2 till hoger om tillstdnd 1. Den andra pilen gar snett ner till
hoger, till ett icke-accepterande tillstand 3, och &r markerade med ¥ \ {a}.
Slutligen gar det en pil fran tillstand 2 till tillstand 3, markerad med X.

Maskinen i Figur 6.7 avgor spraket {a}. Ett siitt att se det ar att notera att
tillstand 3 &r ett icke-accepterande tillstand ur vilket det saknas en pil som
pekar pa ett annat tillstand. Inget ord som driver maskinen till det tillstandet
ingar i maskinens sprak. Tillstand av denna typ kallas for skrdptillstand. A

For att bevisa egenskaper hos tillstandsmaskiner anviands ofta induktion éver
ordens ldngd. Tanken ar att eftersom alla ord ar &ndligt langa, sa &r satsen

P giller for alla ord
ekvivalent med satsen
for alla naturliga tal n, sa géller P for ord av langd n.
Rent konkret har induktionen tva delar.

(i) Visa att pastaendet géller for ordet med lingd 0, det vill siga det tomma
ordet.

(ii) Visa att om pastaendet giller for alla ord av lingd p, s géller det for
alla ord av ldngd p + 1.

I ett typiskt bevis ar det forsta pastaendet enkelt att bevisa, medan det andra
kraver mer arbete. Tricket ar att varje ord w av langd p + 1 kan skrivas som
ou, dar u ar ett ord av langd p och o &r ett tecken i alfabetet.

Enligt induktionsantagandet géller pastaendet for u, eftersom det har langd
p. For att visa att pastaendet giller allmént, racker det darfor att visa att
pastaendet fortsidtter vara sant, &ven nar man lagger till ett tecken. Ett sétt

/\

VAWAY

ab ba
Figur 6.8: Korta ord over {a,b}.

att tdnka &ar att orden oGver ett alfabet kan ordnas i nivaer, baserat pa hur

langa de &ar. Da sdger implikationen i induktionssteget att om alla ord i en niva
uppfyller en viss egenskap, sa ska dven alla ord pa nésta niva gora det.
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I Figur 6.8 s& innebér det att ifall pastaendet géller for andra nivan (uppifran),
sé ska det dven gilla for alla ord pa nivan ldngst ner. Rent konkret: ifall det
géller for a och b, maste det dven galler for aa, ab, ba och bb.

Foljande sats illustrerar hur tekniken fungerar, och anvinds dessutom senare
i kompendiet.

Sats 6.1.11. Ifallw och u dr ord och §* dr den utvidgade dvergiangsfunktionen
for en tillstandsmaskin, sa gdller att

0" (S, wu) = §*(6* (S, w), u)

for alla tillstand S.

Beuvis. Ifall w har lingd 0, det vill siga w = ¢, sa géller att
0 (S, wu) = 6*(S,u) = 6*(6%(S,e),u) = 0 (6*(S,w), u).

Alltsd stammer satsen i basfallet. Antag nu att for alla ord v av langd p galler
att
5 (S, vu) = 0% (6*(S,v),u).

Lat w vara ett ord av langd p+1. Da kan man skriva w = ov, dér o ar ett tecken
i alfabetet och v ar ett ord av langd p. Per definition och induktionsantagande
far man att

0" (S, wu) = §*(S, ovu) (definition av w)
= §6%(0%(S,0),vu) (definition av §*)

= §%(0"(6"(S,0),v),u) (induktionsantagande)

= 0"(6"(S, ov),u) (definition av 6*)

= §%(0"(S,w), u) (definition av w)

O

Notera att den rekursiva definitionen av §* gor det mojligt att anvanda induk-
tionsantagandet pa ett enkelt satt.

6.2 Icke-deterministiska tillstAndsmaskiner

De tillstandsmaskiner som behandlas i féregaende kapitel var deterministiska.
Givet ett ord och ett starttillstand ar det helt bestamt hur maskinen drivs av
ordet. I detta kapitel presenteras en generalisering av deterministiska tillstands-
maskiner, sa kallade icke-deterministiska tillstandsmaskiner. Mer specifik infors
foljande mojligheter.

(i) Maskinen kan byta tillstand utan att konsumera tecken. Man séger att
den konsumerar det tomma ordet, eller att det finns en e-dvergdng.

(ii) Maskinen kan det finnas flera 6vergangar for samma tecken ur samma
tillstand.
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Dessa 6ppnar upp for icke-determinism, det vill séga att maskinens beteende
inte ar forutbestdmt. Utéver detta infors dven tva ytterligare egenskaper.

(i) Maskinen kan konsumera flera tecken at gangen i en overgéng. Detta
kallas att overgangen ar glupsk.

(ii) Maskinen kan hdnga sig pa ett ord, vilket innebér att ett ord inte driver
maskinen till nagot tillstand alls.

Till skillnad fran deterministiska tillstandsmaskiner sa finns det inte ett unikt
satt som ett ord kan driva en icke-deterministisk tillstandsmaskin pa. Man
kan istallet tdnka att Overgangarna representerar mojligheter. Precis som en
slantsingling kan leda till antingen krona eller klave, kan ett ord driva en icke-
deterministisk tillstAndsmaskin till noll, en eller flera tillstand.

Exempel 6.2.1. Maskinen i Figur 6.9 bestar av tre tillstand: 1, 2 och 3.
Starttillstand &r 1 och det accepterande tillstdndet ar 2. Fran tillstand 1 utgar
tva Gvergangar: en som gar till tillstand 2 och ar mérkt med ab, och en gar till
tillstand 3 och &r méarkt med b. Det finns alltsa ingen 6vergang fran tillstand 1

Figur 6.9: En icke-deterministisk tillstandsmaskin.

som konsumerar endast a, utan enbart en méarkt med b och en glupsk som &ar
méarkt med ab. Konsekvensen &ar att maskinen kommer hénga sig i tillstand 1,
om ordet borjar pa aa.

Fran tillstand 2 utgar tva 6vergangar méarkt med b: en till tillstand 1 och en
till tillstand 3. Det gar dessutom en a-Overgang fran tillstand 2 till sig sjélv.
Fran tillstand 3 sa utgar endast en e-6vergang till tillstand 2.

Observera att maskinen kan inte hénga sig i tillstand 3, eftersom maskinen
alltid kan anvénda den tomma &vergangen och ga till tillstand 2, och dérefter
konsumera antingen a eller b.

Betrakta ordet abbab. I starttillstandet sa maste maskinen konsumera ab och
flytta till tillstand 2. Det ord som &r kvar ar bab, och da finns det tva alterna-
tiv. Antingen gar maskinen tillbaka till tillstand 1, eller sa gar den vidare till
tillstand 3.

I det forra fallet, aterstar ab och det finns bara en mojlighet: att atergé till
tillstand 2 och konsumera ab. Detta avslutar kérningen. I den senare fallet gar
maskinen vidare till tillstand 3 och aterigen aterstar ab. Har maste maskinen
anvanda den tomma 6vergangen till tillstAnd 2 och dar konsumera ett a. Da
star maskinen i tillstdnd 2 med ett b, och har aterigen tva val: antingen ga
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Figur 6.10: Mojliga korningar av abbab i maskinen i Figur 6.9.

till tillstand 1 eller tillstand 3. Oavsett vad maskinen véljer, s& konsumerar
overgangen den sista det sista tecknet, vilket avslutar kérningen. A

Formellt definieras icke-deterministiska tillstandsmaskiner som foljer.

Definition 6.2.2. En icke-deterministisk tillstandsmaskin over ett alfabet X
bestar av

(i) en &ndlig méngd tillstand €.

)
(ii) en dndlig delméngd A ur  x ¥* x Q, som kallas for dvergangsrelationen.
(iii) en icketom delméngd starttillstand S C Q.

)

(iv) en méngd accepterande tillstand F' C €.
A

Overgangsrelationen tolkas pa foljande sitt: ifall en trippel (S1,w, S2) ingar i
overgangsrelationen sa finns det en w-6vergang fran S till Ss.

Exempel 6.2.3. Tillstandsmaskinen i Exempel 6.2.1 fas genom att sétta  lika
med {1,2,3}, S = {1} och F' = {2}. Overgangsrelationen A ges i Tabell 6.11.

QX Q
1| ab| 2
1 b |3
2 a 2
21 b |1
21 b |3
3| €| 2

Tabell 6.11: Overgangsrelationen for tillstindsmaskinen i Exempel 6.2.1.
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Deterministiska tillstandsmaskiner &r ett specialfall av icke-deterministiska,
dar alla ord i 6vergangstripplarna dr tecken och dér det for varje par (Si,w)
av tillstand S; och tecken o finns precis ett tillstand So sa att (57, w, S2) ligger
i overgangsrelationen.

Definition 6.2.4. Den utvidgade overgangsrelationen A* &r en delméngd av
Q x ¥* x Q som definieras genom féljande rekursion.

(S,e,5) € A* for varje S € Q
(S1,uw, S3) € A* ifall (S1,u,S2) € A och (Sa,w,S3) € A*.

Ett ord w driver en icke-deterministisk tillstAndsmaskin fran S7 till S5 om
(S1,w, S2) ingar i maskinens utvidgade 6vergangsrelation. A

Notera likheten mellan ovanstaende definition och definitionen av den utvid-
gade overgangsfunktionen fér en deterministisk tillstandsmaskin.

Givet ett tillstand S och ett ord w s& dr det inte sdkert att det finns ett
tillstand Sy s& att (S1,w, S2) ingar i den utvidgade 6vergangsrelationen. Detta
ar inneborden av att maskinen héanger sig pa ordet w.

Det kan dven vara sé att det finns flera tillstand S sa att (S7,w,S2) ingar i
den utvidgade Overgangsrelationen. Detta tolkas som att berdkningen inte &r
forutbestamd.

Definition 6.2.5. Sprdket for en icke-deterministisk tillstandsmaskin M med
starttillstand S och accepterande tillstand F ar

L(M) ={w € ¥* | det finns S; € S och Sy € F sa att (S1,w, S2) € A*},

det vill sdga alla ord som kan driva maskinen fran ett starttillstand till ett
accepterande tillstand. Man séger att maskinen avgéor spraket L(M). A

Poédngen med icke-deterministiska tillstandmaskiner ar att de &ar enklare att
konstruera én deterministiska, eftersom de béttre speglar det sdtt pa vilket
ménniskor beskriver sprak och monster.

Exempel 6.2.6. [ Figur 6.12 ges en icke-deterministisk tillstandsmaskin som
avgor abb*aUba*b. Det bestar av sju tillstand, numrerade fran 1 till 7. Tillstand
1 ar langst till vanster och ar ett starttillstand. Ur detta leder tva pilar till
hoger, den ena snett upp och den andra snett ner, till tva tillstand 2 och 3.
Bada pilarna ar mérkta med e. Fran tillstand 2 géar en pil ut till hoger till ett
nytt tillstand 4. Pilen ar méarkt med ab. Fran tillstand 4 utgar tva pilar. Den
ena ar markt med b och loopar tillbaka till sig sjalv. Den andra leder till ett
accepterande tillstand 6, som ligger till hoger om tillstand 4.

Fran tillstand 3 gar en pil till ett nytt tillstand 5 till hoger om tillstand 3. Pilen
ar méarkt med b. Fran tillstand 5 utgér, liksom fran tillstand 4 tva pilar. Den
ena dr méarkt med a och loopar tillbaka till tillstand 5. Den andra &r mérkt
med b och gar ut till ett accepterande tillstand 7, som ar beldget till hoger om
tillstand 5.

Det gar inte nagra pilar ur de accepterande tillstanden. Detta innebér att ett
ord maste vara tomt nir det kommer dit for att accepteras.
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Figur 6.12: En tillstdndsmaskin som avgdr abb*a U ba*b.

Ett ord driver maskinen till ett accepterande sluttillstand pa tvé sdtt. Antingen
borjar ordet pa ab foljt av ett godtyckligt antal b:n och ett avslutande a. Eller
s& borjar ordet pa b, foljt av ett godtyckligt antal a:n innan ett avslutande b.
Med andra ord kommer maskinen acceptera orden i spraket abb*a Uba*b. A

6.3 Delmingdskonstruktionen

I forstone kunde man tro att icke-deterministiska tillstandsmaskiner ar kraft-
fullare sina deterministiska motsvarigheter, i bemérkelsen att de skulle kunna
avgora sprak som inte deterministiska maskiner kan.

Sa &r dock inte fallet. For varje icke-deterministiska tillstandsmaskin finns en
deterministisk dito som avgdr samma sprak. Det finns &ven en generell metod
for att konstruera den, som kallas for delmdngskonstruktionen. Detta avsnitt
handlar om att beskriva den och bevisa att den fungerar.

Metoden tillimpas péa icke-deterministiska tillstandsmaskine utan glupska 6ver-
gangar. Darfor eliminerar man glupska 6vergangar genom att inféra mellanlig-
gande tillstand med en ingaende och en utgaende pil motsvarande tecknen
i ordet. Rent formellt: Ifall (S;,w,S2) ligger i Gvergangsrelationen och w =

Figur 6.13: Glupsk 6vergang.

o1 -op, med ar ett ord med minst tva tecken, s infér man nya tillstand S7,
..., S! | samt Gvergangstripplar (S1,01,57), (S7,02,55), ..., (Sl _1,00,52) 1

n
overgangsrelationen. Podngen &r att ett ord enbart kan driva maskinen genom

: : - @ . 8 @
Figur 6.14: Oglupsk 6vergang motsvarande den i Figur 6.13.

samtliga mellanliggande tillstand ifall den &ar i tillstand S7 och har ordet w som
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prefix.

Definition 6.3.1. Lat w vara ett godtyckligt ord éver alfabetet och X en
méangd av tillstand i en icke-deterministisk tillstandsmaskin. D& bestar w-
tillslutningen w(X) av samtliga tillstaind som kan nas fran ett tillstand i X
via konsumption av w. Rent formellt:

w(X) ={5 | det finns Sy i X sa att (S1,w,Sy) € A*}.
A

Exempel 6.3.2. Maskinen i Figur 6.15 bestar av fyra tillstand, numrerade
1 till 4 fran vénster till hoger. Tillstand 1 &r ett starttillstand och 4 ar ett
accepterande tillstadnd. Fran tillstdnd 1 gar en pil till tillstand 2, méarkt med
a. Fran tillstand 2 gar en e-Gvergang till tillstand 3. Slutligen gar det en b-
overgang fran tillstand 3 till tillstind 4. Hér ar a-tillslutningen av {1} lika

RO OO O

Figur 6.15: En liten tillstandsmaskin.

med {2, 3}, medan b-tillslutningen av samma méngd blir den tomma méngden
och ab-tillslutningen {4}. Méngden {2, 3} har b-tillslutningen {4}, medan dess
a-tillslutning ar . A

Anméirkning 6.3.3. Ifall S ar ett tillstand, sa ligger (S,¢, 5) ligger i A* per
definition. Déarfor &r X en delméngd av e(X).

En konsekvens av detta dr att e(w(X)) = w(X) for alla ord w. Varfor? Enligt
ovanstaende resonemang dr w(X) C e(w(X)). For att visa att e(w(X)) C
w(X), 1at Sy liggaie(w(X)). Da finns ett tillstand Sz i w(X) sé att (Se, ¢, 51) €
A*.
Men ifall Sy ligger i w(X), sa finns det S3 1 X s att (S3,w,S2) ligger A*.
Enligt den rekursiva definitionen av A* géller da att

(53, cw, Sl) = (Sg, w, 51) e A”.

Alltsa ligger S3 1 w(X), vilket bevisar att e(w(X)) &r en delméngd av w(X)
och alltsa att e(w(X)) = w(X).

Delméangdskonstruktionen ar en deterministisk tillstandsmaskin som konstrue-
ras utifrdn en given icke-deterministisk maskin. Namnet kommer av att till-
standen dr delméngder av tillstand fran den icke-deterministiska maskinen.

Algoritm 6.3.4. Delméangdskonstruktionen berédknas genom féljande algo-
ritm.

(i) Starttillstandet i den nya maskinen dr méangden
s = (),

det vill sdga alla tillstand som det tomma ordet kan driva maskinen till.
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(ii) Valj ett tillstand X i den nya maskinen fran vilket det inte gar nagra
overgangar.

(iii) For varje o i alfabetet, berdkna o-tillslutningen av X. Om o(X) inte
finns i maskinen, lagg till det.

(iv) Légg till en o-6vergang fran X till o(X).

(v) Upprepa (ii)-(iv) tills det inte finns nagra tillstand utan Gvergangar.

De accepterande tillstdnden i den nya maskinen ar alla tillstand som innehéaller
minst ett accepterande tillstand fran den gamla maskinen.

Eftersom antalet tillstand i en icke-deterministisk tillstandsmaskin ar éndligt,
s& dr antalet mojliga delméngder av tillstand &ndliga. Darfér kommer Algo-
ritm 6.3.4 efter ett tag sluta generera nya tillstand. Att maskinen som konstrue-
ras i algoritmen ar deterministisk foljer av konstruktionen: for varje tillstand
och tecken sa lagger man till precis en 6vergang till en ny méngd.

Exempel 6.3.5. Maskinen i Figur 6.16 bestar av tre tillstand pa rad, num-
rerade 1 till tillstand 3 fran hoger till vanster. Tillstand 1 och tillstand 2 &r
starttillstand, och tillstand 2 ar accepterande. Fran tillstand 1 utgar tva over-

€

ab b
OO0 0=
Figur 6.16: En glupsk icke-deterministisk tillstAndsmaskin

gangar: en a-6vergang som loopar tillbaka till tillstand 1, och en ab-Gvergang
som gar till tillstand 2. Fran tillstand 2 gar en b-6vergang till tillstand 3. Fran
tillstand 3 gar en e-6vergang tillbaka till tillstand 1, och en ab-Gvergang som
loopar tillbaka till tillstand 3.

Eftersom maskinen &r glupsk, sa borjar man med att ladgga till tva tillstand
s& att maskinen inte ldngre ar glupsk. Tillstanden déps om for att reflektera
detta. Det léattaste sittet att berdkna delméngdskonstruktionen &r att gora

Figur 6.17: En oglupsk icke-deterministisk tillstandsmaskin.

en tabell. Kolonnen langst till vinster innehaller delméngder av tillstand, och
sedan ar det en kolonn per tecken i alfabetet.

Tanken ar att rad for rad berdkna o-utvidningen av delméngderna langst till
vanster. Varje gang man far en delméngd som inte star i kolonnen langst till
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vanster, lagger man till den ldngst ner. Denna process upprepas tills dess att
det inte finns nagra tomma rader.

Berékningen for den icke-deterministiska maskinen i Figur 6.17 &r som foljer.
Resultatet aterfinns i Tabell 6.18.

(i) Starttillstandet ar {1,3}, d& dessa ar starttillstand i den ursprungliga
tillstandsmaskinen och det saknas e-Gvergangar fran dem.

(ii) Fran starttillstandet sa berdknar man

a({1,3}) = {1,2}

eftersom den gamla maskinen saknar a-6vergdngar ur 3 och har tva a-
overgangar ur 1.

P4 liknande sétt far man att b({1,3}) = {1,4}, genom att man antingen
gar fran 3 till 4, eller fran 3 till 4 till 1 via e-Gvergangen.

Bada dessa delméngder &r nya liggs som nya rader under {1, 3}.
(iii) Nésta steg &r att berdkna a- och b-tillslutningarna av {1,2}, vilka &r
{1,2} och {3}. Den senare ar ny och laggs till lingst ner i tabellen.

(iv) Nér man berdknar tillslutningarna av {1,4} far man aterigen tvi nya
delméngder, {1,2,5} och @, som liaggs till i tabellen. Den tomma méng-
den uppkommer eftersom det inte finns nagra b-Gvergangar ur varken
tillstand 1 eller tillstand 4.

(v) Tillslutningarna av {3} dr @ och {1,4}. Ingen av dessa &r nya.
(vi) T nésta steg berdknas tillslutningarna av {1,2,5}, vilka ar {1,2} och
{1,3,4}. Den senare &r ny, och ldggs till langst ner i tabellen.
(vii) Den tomma méngden har tomma tillslutningar per definition.

(viii) Slutligen s& &r tillslutningarna av {1, 3,4} méngderna {1,2,5} och {1,4}.
Ingen av dessa &r ny.

(ix) Inga tomma rader aterstar, och algoritmen &r klar.

De accepterande tillstanden i den nya maskinen ar de som innehaller ett accep-
terande tillstand fran den gamla maskinen: i detta fall delméngderna {1, 3},
{3} och {3,5}. Den nya maskinen har alltsa tre accepterande tillstand.

Delméngder a b
{1,3} {1,2} {14}
2 | L2 8

{1,4} {1,2,5} 0]
{3} 0 {14
{1,2,5} {1,2}  {1,3,4}

0 0] )
{1,3,4} {1,2,5} {1,4}

Tabell 6.18: Delméangdskonstruktionen for tillstandsmaskinen i Figur 6.17.

I Tabell 6.18 aterfinns resultatet. Figur 6.19 &r en visualisering av tillstands-
maskinen. A
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Figur 6.19: Den deterministiska tillstAndsmaskin som ges i Tabell 6.18.

Anmairkning 6.3.6. Lat o vara ett tecken i alfabetet. Eftersom o(0) = O,
uppfyller den utvidgade 6vergangsfunktionen i delméngdskonstruktionen att

5 (@, w) = O

for alla ord w. Den tomma méngden utgor alltsa ett skraptillstand i delméngds-
konstruktionen. Dessutom géller att

§(X,0) =0(X)

for alla tillstand X i maskinen. Som brukligt definieras den utvidgade Over-
gangsfunktionen genom rekursionen

(X, e) =X

5" (X, ow) = 6*(0(X, 0), w) = 6" (o (X), w).
Detta har foljande konsekvens.
Sats 6.3.7. For alla tillstand X i delmdangdskonstruktionen och ord w gdller
att §*(X,w) = w(X)

Bevis. Induktion 6ver lingden pa w. Nar w = ¢, géller att w(X) = e(X) och
0*(X,w) = X. Det som behover visas &r alltsa att e(X) = X.

Eftersom alla tillstand i delméngdskonstruktionen &ar pa formen u(X;) dar X3
ar en mangd av tillstdnd i den gamla maskinen och w antingen ar det tomma
ordet eller ett enskilt tecken, s& géller enligt Anmérkning 6.3.3 att

X =w(X1) =ce(w(X1)) = e(X).
Alltsa ar 6*(X,w) = X = ¢(X) = w(X).

Antag nu att for alla ord w av langd p, s& géller 0*(X,w) = w(X) for alla
tillstand X i delméngdskonstruktionen. Lat cw vara ett ord av langd p + 1.
Da géller att

(X, ow) =6"(6"(X,0),w) =w(d*(X,0)) = w(o(X))
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enligt Anmérkning 6.3.6.

Det aterstar att bevisa att w(o(X)) = cw(X). Vad innebér detta? De ar bada
méangder av tillstand, s& for att visa att de ar lika behdver man visa att

ow(X) Cw(o(X)) och w(o(X))Cow(X).

Lat Ty ligga i méngden ocw(X). D& finns det ett tillstand 75 i médngden X
sé att (Tz, 0w, Ty) ligger i den utvidgade Gvergangsrelationen A*. Men enligt
Definition 6.2.4 av den utvidgade 6vergangsrelationen finns det da ett tillstand
T3 sa att

(TQ,U, T3) € A* och (Tg,w,T1) € A*.
Per Definition 6.3.1 ligger T3 i 0(X), eftersom T3 ligger i X, och saledes ligger
T) i w(o(X)). Detta bevisar att cw(X) ar en delméngd av w(o(X)).
Antag nu att Sp ligger i w(o(X)). Da finns det ett tillstand S 1 o(X) s& att
(S2,w, Sy) ligger i den utvidgade Gvergangsrelationen A*. Men eftersom S
ligger i 0(X), sa finns det ett tillstand S3 1 X sa att (S3,0,.52) ligger i A*.

Sammantaget géller alltsa att
(53,0', Sg) € A* och (Sg,w,Sl) e A",

Men enligt Definition 6.2.4 av A* s& innebér detta att (S3, ow, S1) ligger 1 A*.
Detta innebéar att S ligger i ow(X), och alltsa ar det bevisat att w(o(X)) &r
en delméngd av ow(X).

Sammantaget géller alltsé att
ow(X) Cw(o(X)) och w(o(X))Cow(X),
vilket bevisar att cw(X) = w(o(X)), och alltsa att
(X, ow) =w(o(X)) = ocw(X),
vilket avslutar induktionen. O
Ovanstaende sats innebdr att ett ord w driver delméngdskonstruktionen av

en tillstandsmaskin till méngden av alla tillstand som &r w kan driva den
underliggande tillstandsmaskinen till. Det har foljande konsekvens.

Sats 6.3.8. Delmdngdskonstruktionen av en tillstandsmaskin avgdr samma
sprak som den ursprungliga tillstandmaskinen.

Bewvis. Ett ord accepteras av delméngdskonstruktionen av en tillstandsmaskin
om och endast om den drivs till ett tillstand som innehéaller ett accepterande
tillstand.

Enligt Sats 6.3.7 ar detta ekvivalent med att ordet kan driva den underliggande
maskinen till ett accepterande tillstdnd, det vill siga att den underliggande
maskinen accepterar ordet. O

Figur 6.20 illustrerar Sats 6.3.7. Ellipserna &r tillstand i delm&ngdskonstruk-

tionen, medan punkterna inuti ellipserna &r tillstand i den underliggande ma-
skinen. Pilarna mellan punkterna ér 6vergangar i den underliggande maskinen.
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Figur 6.20: Illustration av Sats 6.3.7.

Ovningar

Ovning 6.1. Beskriv hur ordet aaabba driver maskinen i Figur 6.1 i Exem-
pel 6.1.1.

Ovning 6.2. Beskriv hur ordet baaaba driver maskinen i Figur 6.4 i Exem-
pel 6.1.9.

Ovning 6.3. Konstruera en deterministisk tillstandsmaskin for spraket bab.
Ange antingen tillstandsméngden, 6vergangsfunktionen, de accepterande till-
standen och starttillstanden, eller en grafisk representation.

Ovning 6.4. Konstruera en deterministisk tillstandsmaskin for spraket som
bestar av ett jamnt antal a:n foljt av ett udda antal b:n.

Ange antingen tillstAndsméngden, vergangsfunktionen, de accepterande till-
standen och starttillstanden, eller en grafisk representation.

Ovning 6.5. Konstruera en deterministisk tillstandsmaskin for det reguljira
spraket (aa U bb)*.

Ange antingen tillstandsméngden, 6vergangsfunktionen, de accepterande till-

standen och starttillstanden, eller en grafisk representation.

Ovning 6.6. Konstruera en deterministisk tillstandsmaskin for spraket Gver
{0,1} som bestar av alla ord som representerar binéra tal som &r jamnt delbara
med 4.

Ange antingen tillstandsméngden, 6vergangsfunktionen, de accepterande till-
standen och starttillstanden, eller en grafisk representation.

Ovning 6.7. Konstruera en deterministisk tillstandsmaskin for det reguljéra
spraket (a U b)*ab 6ver {a, b}

Ange antingen tillstAndsméngden, 6vergangsfunktionen, de accepterande till-
standen och starttillstanden, eller en grafisk representation.

Ovning 6.8. Konstruera en deterministisk tillstandsmaskin for det reguljira
spraket (aa)*b(a Ub)*a 6ver {a, b}

Ange antingen tillstandsméngden, 6vergangsfunktionen, de accepterande till-
standen och starttillstanden, eller en grafisk representation.
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Ovning 6.9. Betrakta den icke-deterministiska maskinen som har tillstands-
méngd {1,2,3,4,5} och dvergangsrelation.

Q1 1 1 2 2 3 3 3 4 4 4 5 5
> 1b ab € € a a b b a b ab a b
Q|1 2 4 5 3 3 2 5 4 5 2 5 3

Starttillstandet &r 1 och det accepterande tillstandet &r 5. En grafisk represen-
tation ges nedan

Figur 6.21: En icke-deterministisk tillstandsmaskin.

Berdkna samtliga sédtt som ordet abab kan driva maskinen pa. Ingar abab i
maskinens sprak?

Ovning 6.10. Betrakta den icke-deterministiska maskinen som har tillstands-
méngd {1,2,3,4,5,6} och 6vergangsrelation

Q11 1 2 2 3 3 4 4 4 5 5
16 b b a € a b a a b b
Q12 4 3 5 2 6 1 4 5 5 6

Starttillstanden &r 1 och 3, och de accepterande tillstanden &ar 4 och 6. En
grafisk representation ges nedan

Figur 6.22: En icke-deterministisk tillstandsmaskin.

Berakna samtliga sétt som ordet bab kan driva maskinen pa. Ingar bab i ma-
skinens sprak?
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Ovning 6.11. Konstruera en icke-deterministisk tillstandsmaskin med glupska
overgangar for spraket (ba)*a U b*a.

Ange antingen tillstandsméngden, 6vergangsfunktionen, de accepterande till-
standen och starttillstanden, eller en grafisk representation.

Ovning 6.12. Konstruera en icke-deterministisk tillstandsmaskin med glupska
overgangar for spraket (aa U bb)*ab.

Ange antingen tillstandsméngden, vergangsfunktionen, de accepterande till-
standen och starttillstanden, eller en grafisk representation.

Ovning 6.13. Betrakta den icke-deterministiska maskinen i Figur 6.21 i Ov-
ning 6.9. Berékna

(i) e-tillslutningen av {1,2,3}.
(ii) aab-tillslutningen av {3,5}.
(iii) ba-tillslutningen av {1, 3,4}.

Ovning 6.14. Betrakta den icke-deterministiska maskinen i Figur 6.22 i Ov-
ning 6.10. Berdkna

(i) ab-tillslutningen av {2,6}.
(ii) aba-tillslutningen av {3}.
(iii) aa-tillslutningen av {2,4}.
Ovning 6.15. Anviind delméingdskonstruktionen for att finna en determinis-

tisk tillstandsmaskin som avgdr samma sprak som nedanstaende icke-deterministiska
tillstandsmaskin.

Tillstandsméngden ar {1,2, 3,4}, starttillstandet ar 1, det accepterande till-
standet ar 4 och 6vergangsrelationen ges av

Q11 1.1 1 2 2 3 3 4 4
*la a a € a b a b b b
Q11 3 4 2 2 1 4 3 2 3
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Ovning 6.16. Anvind delméngdskonstruktionen for att finna en determinis-
tisk tillstandsmaskin som avgér samma sprak som nedanstaende icke-deterministiska
tillstandsmaskin.

Tillstandsméngden &ar {1,2, 3,4}, starttillstandet dr 1, det accepterande till-
standen ar 4 och Overgangsrelationen ges av

Q11 1 1 2 2 2 4 4 4
*1a b b a a b a b ¢
Q14 2 3 2 4 1 2 4 3

Ovning 6.17. Anviind delméingdskonstruktionen for att finna en determinis-
tisk tillstandsmaskin som avgor samma sprak som nedanstaende icke-deterministiska
tillstAndsmaskin.

Tillstandsméngden &ar {1,2,3,4,5}, starttillstandet ar 1, de accepterande till-
standen &r 3 och 4 och 6vergangsrelationen ges av

Q11 1 1 2 2 3 3 4 4 5
la a b a a € b b b a
Q12 3 3 2 5 2 4 3 2 4

Ovning 6.18. Anvind delméngdskonstruktionen for att finna en determinis-
tisk tillstandsmaskin som avgér samma sprak som nedanstaende icke-deterministiska
tillstandsmaskin.
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Tillstandsméangden ar {1,2,3,4,5,6}, starttillstandet ar 1, det accepterande
tillstandet &r 1 och Overgangsrelationen ges av

Q11 2 3 4 4 3 3 4 6 6
*la a a b € b a a a =€
Q12 6 1 2 1 4 1 6 5 4
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7 TillstAndsmaskinernas sprak

I bérjan av foregaende kapitel ndmndes att tillstandsmaskiner réacker for att
avgora de reguljara spraken. Men faktum &r att dven det omvanda géller: alla
sprak som kan avgoras av en tillstAndsmaskin kan beskrivas genom ett reguljart
uttryck.

De forsta tva avsnitten i detta kapitel dgnas &t att bevisa denna ekvivalens.
Det sista avsnittet dgnas at ett annat satt att betrakta reguljara sprak, genom
sarskiljning av ord. Detta ger en tredje karakterisering av de reguljira spraken.

7.1 Reguljiara sprak avgors av tillstaAndsmaskiner

Syftet med detta avsnitt ar att bevisa foljande sats.

Sats 7.1.1. Alla reguljira sprik kan avgéras av en deterministisk tillstands-
maskin.

Satsen bevisas aterigen genom induktion. Men den hér gangen anvinds ett mer
avancerat argument én tidigare, som kraver lite forklaring.

Alla reguljira sprak skapas genom att borja fran ett eller flera basfall (det
tomma spraket eller ett sprak som bestar av ett tecken), och sedan tillimpa
union, sammanséttning och Kleenetillslutning dndligt manga ganger. Beroende
pa vilken ordning man tillimpar operationerna i sa far man olika sprak.

Konsekvensen av detta ar att ifall man vill visa att alla reguljira sprak har
en viss egenskap, sa riacker det att visa att basfallen har egenskapen, samt att
om tva reguljara sprak L; och Lo har egenskapen sa har dven spraken L Lo,
Ly U Ly och L7 den aktuella egenskapen.

Detta dr en mer generell version av induktionsbevis, dar man har flera basfall
och tillater flera olika induktionssteg. Detta gor bevisen lédngre, men i princip
fungerar det likadant som ett vanligt induktionsbevis.

Tekniken liknar induktion 6ver ordens langd. Faktum &r att om man defini-
erar komplexiteten av ett reguljart uttryck som antalet sprakoperationer som
anvinds for att bygga upp det, s& ar bevistekniken ekvivalent med att gora
induktion 6ver uttryckens komplexitet.

Beuvis. Enligt Sats 6.3.8 kan alla spréak som kan avgoras av en icke-deterministisk
tillstandsmaskin avgoras av en deterministisk dito. Alltsa réacker det att kon-
struera icke-deterministiska tillstAndsmaskiner.

Lat L vara ett reguljart sprak. Ifall L ar tomt, avgors det av tillstAndmaskinen i
Figur 6.6. Ifall det bestar av ett tecken o, avgors det av den icke-deterministiska
maskinen i Figur 7.1. Denna maskin bestar av tva tillstand, 1 och 2. Det férra

050
Figur 7.1: En maskin som avgor {o}.
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ar starttillstanden, och det senare &r ett accepterande tillstand. Det finns exakt
en overgang fran 1 till 2, mérkt med o.

Antag istéllet att L &r sammansittningen av tva sprak Li och Lo, som kan
avgoras av tva deterministiska tillstandsmaskiner M7 och Ms.

Lat M vara den icke-deterministiska tillstAndsmaskin som erhalls genom att
dra en e-Overgang fran varje accepterande tillstand i M; till varje starttill-
stand Ms. Starttillstanden i M &r starttillstandet i M7, och de accepterande
tillstanden i M ar de accepterande tillstanden i Ms.

Ml%%

Figur 7.2: Sammansittningen av tva maskiner via seriekoppling.

Ett ord kommer drivas fran ett starttillstand 1 M7 till ett sluttillstand 1 M9 om
och endast om det 4r en sammansittning av tva ord = och y. Ordet x driver
maskinen till ett accepterande tillstand i My och ligger saledes i L. Ordet y
driver maskinen, via nagon e-6vergang, till starttillstandet i Ms, och dérefter
till ett accepterande tillstand i Mo.

For att avgora spraket L1 U Lo, betrakta maskinen som konstrueras genom att
inféra ett nytt starttillstand som kopplas med e-6vergangar till starttillstanden
i My och Ms. De accepterande tillstanden i den nya maskinen ar de i M7 och
Ms. Den nya maskinen kommer avgora unionen av de tva spraken, eftersom

Figur 7.3: Unionen av tva maskiner via parallellkoppling.

ifall ett ord ska accepteras av den nya maskinen, maste ga fran exakt ett av
M;:s eller My:s starttillstand for att nd ett accepterande tillstidnd i samma
maskin. Det vill sdga, ordet maste antingen ligga i L eller i Lo.

Antag slutligen att L ar Kleenetillslutningen av ett sprak som avgoérs av de-
terministisk maskin Mj. Satt e-Gvergangar fran starttillstandet i M till samt-
liga accepterande tillstand, och e-Gvergangar fran de accepterande tillstanden
tillbaka till starttillstandet. Den resulterande maskinen kommer avgéra Klee-
netillslutningen av spraket som avgors av M7, eftersom det enda séttet att na
ett accepterande tillstand &r att antingen g direkt dit fran starttillstandet via
en e-Overgang, eller ga igenom M.

Nér man val natt ett accepterande tillstand, kan man antingen ga tillbaka till
starttillstandet och ga igenom M igen, eller sa kan man avsluta. De ord som
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Q"0

3

Figur 7.4: Kleenetillslutningen av en maskin via aterkoppling.

accepteras kommer alltsd bestd av ett antal kopior av ord fran spraket som
avgors av My, vilket exakt &r de orden som ingar i Kleenetillslutningen av
spraket. ]

Exempel 7.1.2. Betrakta spraket (aUb)*ab, som bestar av alla ord som slutar
pa ab. Genom att anvinda serie-, parallell- och aterkopplingar s& som i beviset
av Sats 7.1.1, kan man konstruera den icke-deterministiska maskinen nedan.
Maskinen i Figur 7.5 dr tdmligen 6verdimensionerad. Faktum é&r att det finns

Figur 7.5: En maskin som avgor (a U b)*ab.

en deterministisk tillstandsmaskin med endast tre tillstand som avgdr spraket
(aUb)*ab (se Ovning 6.7).

Poéngen med Sats 7.1.1 ar dock inte att konstruera effektiva tillstandmaskiner,
utan att visa att man alltid kan konstruera en maskin som avgdr spraket.
For att gora det krévs en metod som alltid fungerar, och som speglar hur de
reguljara spraken ar konstruerade.

Fragan om hur manga tillstand en tillstandsmaskin behéver ha for att avgora
ett sprak aterkommer i det sista avsnittet i detta kapitel. A

7.2 Tillstandsmaskinernas sprak ar reguljiara
Givet ett reguljart sprak sa kan man med hjédlp av metoderna i beviset av

Sats 7.1.1 och maskinerna i Exempel 6.1.10 konstruera en icke-deterministisk
tillstandsmaskin som kénner igen spraket i fraga. Denna maskin kan man i
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sin tur konvertera till en deterministisk maskin som avgor samma sprak, med
hjalp av delméngdskonstruktionen.

I foreliggande avsnitt behandlas den omvéinda fragestdllningen: kan man givet
en deterministisk tillstandsmaskin ta fram ett reguljart uttryck for det sprak
som den avgor? Svaret ar ja, och metoden kallas for Kleenes algoritm.

Exempel 7.2.1. Maskinen i Figur 7.6 bestar av tre tillstand, numrerade 1
till 3. De &r arrangerade i en liksidig triangel, med tillstand 1 och 3 i basen
och 2 mittemellan dem. Tillstand 1 &r starttillstand, och tillstdnd 3 &r det
accepterande tillstandet. Fran tillstand 1 gar en a-6vergang till 2 och en b-

Figur 7.6: En tillstandsmaskin med tre tillstand.

overgang till 3. Fran 2 gar en a-6vergang till 3, och en b-Gvergang som loopar
tillbaka till 2. Fran 3 utgar endast en 6vergang, mérkt med a och b, och denna
loopar tillbaka till 3.

Ett ord kan driva maskinen fran starttillstandet till det accepterande tillstandet
pa tva sdtt. Antingen s& borjar ordet pa a, foljs av ett godtyckligt antal b:n
och sedan ytterligare ett a, eller sa borjar det pa b.

Ett annat sitt att siga detta &r att antingen har ordet har ett prefix i det
reguljara spraket ab*a, eller sa borjar pa b. Detta kan man illustrera genom att
ta bort tillstdndet 2, och inféra en 6vergang fran 1 till 3 med mérkt med ab*a.
Nu finns det tva 6vergangar fran 1 till 3: en for alla ord i spraket ab*a och en

Figur 7.7: En tillstAndsmaskin med tva tillstand.

for ordet b. Ett ord accepteras om det ingéar i endera av dessa sprak. Detta
kan visas genom att man ersitter 6vergangarna med en 6vergang, mérkt med
ab*a Ub.

Slutligen sa kan man ta bort loopen fran 3 till sig sjdlv genom att lagga till
(a Ub)* i slutet pa uttrycket som markerar 6vergangen mellan 1 och 3. Detta
eftersom loopen innebér att nir ett ord hamnat i 3, s& kan man ha vilket ord
som helst kvar och det kommer stanna dar.

Resultatet blir foljande figur. Alltsa ar tillstandmaskinens sprak (ab*aUb)(aU
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H@ (ab*a U b)(a Ub)* @

Figur 7.8: En tillstandsmaskin med tva tillstand.

b)*. A

Podngen med ovanstéaende exempel dr att (i) seriekoppling motsvarar samman-
fogning. (ii) parallellkoppling motsvarar union. (iii) loopar motsvarar Kleene-
tillslutningar. Detta monster aterfinns redan i beviset av Sats 7.1.1. Men i
Kleenes algoritm vinder man pé det: istdllet for att infora seriekopplingar,
parallellkopplingar och loopar, sa tar man bort dem.

Problemet &r att det kan finnas manga olika sétt som en maskin kan drivas
fran ett tillstand till ett annat, och att en generell metod maste ta hansyn till
alla majliga satt.

Antag att tillstanden i en deterministisk tillstdindsmaskin &r numrerade fran 1
till n. For varje par ¢ och j av tillstand, sa definierar man en serie a%, Y 447
av reguljara uttryck.

Idén ar att ifall k ar ett tal mellan 0 och n, sa &r betecknar af’j de ord som driver
maskinen fran tillstand i till tillstand j, utan att passera négot tillstand som
ar numrerat hogre an k. Detta innebar att nar k &ar lika med antalet tillstand
i maskinen, sa &ar o alla ord som driver maskinen fran ¢ till j.

Algoritm 7.2.2. Lat M vara en deterministisk tillstandsmaskin och lat ¢
vara dess 6vergangsfunktion. Kleenes algoritm berédknar uttrycken afj genom
féljande rekursion.

(i) For varje par i och j av tillstand i maskinen, sa ar

0
;=01 U---Uop

dar o1, ..., o, ar de tecken som uppfyller 6(i,0;) = 7.

k

i; ar definierade for alla par av tillstand ¢

(ii) Antag att for nagot k sa ar «
och j. Da &r

k k "ok
i = %5 Y gy) (O‘(k+1)(k+1)> Y1)

Man kan tédnka pa Kleenes algoritm som en funktion «, som givet i, j och k
returnerar det reguljira uttrycket afj. Sjalva algoritmen &r da inget annat &n
en rekursiv definition av funktionen. Det som gor det hela komplicerat ar att
man istdllet for ett basfall har ett basfall for varje par av tillstand. Dessutom
gbr rekursionssteget att man behover anvinda flera av dessa for att berdkna
ett enskilt virde av algoritmen.

I Figur 7.9 illustreras hur de olika virdena pa afj hénger ihop i fallet med tva
tillstand. En pil fran ett reguljart uttryck indikerar att vardet anvénds i nasta
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1 2

Q1o a19 5P
0 1 2
Qg \0‘21 Qg
0 1 2
Qg 85P) Qa9

Figur 7.9: Kleenes algoritm pa tva tillstand

steg av berdkningen. Genom att ga tillbaka genom trédet, kan man se att alla
basfall anvands for att berdkna virdena langst ut till hoger.

Detta gor Kleenes algoritm jobbig att berdkna for hand. Om tillstandsmaskinen
har n stycken tillstand, sa har Kleenes algoritm n - n = n? basfall. Eftersom k
gar fran 0 till n, sa finns det n?(n + 1) stycken reguljira uttryck. Ifall n = 6,
s& innebér detta 62 = 36 basfall och 62 - 7 = 252 reguljira uttryck.

Exempel 7.2.3. Genom att tillimpa algoritmen pa maskinen i Figur 7.6, far
man resultatet i Tabell 7.10. Den forsta kolonnen ges genom direkt inspektion

k 0 1 2 3
k
afp | O % % %
ok, a a aUab™b aUab*b
ok b b bUab*a (bUab*a)U (bUab*a)(aUb)*(aUb)
ok | 0 0 % @
ok, b b b U bb*b b U bb*b
ok, a a aUbb'a (aUbb*a)U (aUbb*a)(aUb)*(aUb)
o | 0 % % %
oy | O % % &
by | aUb aUb  aUb (aUb)U (aUb)(aUb)*(aUb)

Tabell 7.10: Kleenes algoritm tillampad pa Figur 7.6

av maskinen. De andra beréknas utifran detta, till exempel s& har man att

oz%?) = oz(2)3 Uad, (a?l)* Yy =bU (00%a) =bU (D{e}a) = b

eftersom WL = @ for alla sprak L. Liknande berdkningar utfors for varje
uttryck i varje kolonn. Rent konkret sa ar det enklast att rédkna varje kolonn
for sig. A

Foljande sats visar hur de reguljara uttrycken som berdknas med hjilp av
Kleenes algoritm relaterar till maskinens sprak.
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Sats 7.2.4. Orden som ingar i det requljira spriket afj ar de ord som driver
maskinen fran tillstand i till j, utan att gd igenom nagot tillstand x > k.
Bewvis. Beviset ar induktivt 6ver k. Niar £ = 0, s& séger satsen att afj
innehalla de ord som driver maskinen fran 7 till j utan att g& igenom nagra
andra tillstand. Detta géller per definition.

Antag nu att for nagot k£ sa bestar ozfj

tillstand ¢ till 7, utan att ga igenom nagot tillstand x > k.

ska

ar de ord som driver maskinen fran

Lat w vara ett ord som driver maskinen fran 7 till j utan att ga igenom néagot
tillstand « > k + 1. Da finns det tva alternativ.

k

(i) Ordet w driver inte maskinen genom k + 1. Dé ingar w i oy}, varfor det

aven ingar i
k k .
i = %5 Uiy (O‘(k+1)(k+1)> k1)

(ii) Ordet w driver maskinen att passera k + 1 en eller flera ganger. Det
innebér att w = wiwows, dir wy driver maskinen till £ 4+ 1 fran 7 utan
att passera k + 1, ws driver maskinen fran k£ + 1 till j utan att passera
k + 1, och wy &r en mellanbit som driver maskinen fran k 4 1 till sig
sjalvt ett antal ganger.

Enligt induktionsantagandet ingar wy i osz, och ws i o/(‘:k 1) Ifall ordet
we &r tomt driver w maskinen att passera k + 1 exakt en gang. Annars
kan man skriva we = ujus - - - Uy, dar varje delord uy driver maskinen
fran k 4+ 1 till k + 1 utan att passera varken k + 1 eller nagot tillstand
med hogre siffra.

Med andra ord ingar varje uyg i a?fc—i—l)(k—&-l)’ och we ingar i det reguljara
spraket

(a’fk+1)(k+1)> ) .

Alltsé ligger w = wiwows 1 sammansattningen

k k ¥k
i(k+1) (a(k-i-l)(k—i—l)) X k+1)5°

Saledes &ér det bevisat att alla ord som driver maskinen fran ¢ till j utan att

passera nagot tillstand x > k + 1 ligger i ozfj*l.

Det aterstar att visa att inga andra ord ligger i af]*l. Aven detta visas med
hjalp av induktion. Basfallet &r a?j, vilket per definition enbart bestar av ord

som inte gar genom nagra andra tillstand &n ¢ och j.

Antag att for nagot k s bestar afj inte av nagot ord som gar genom x > k.

Da kommer .
K+l ko ok k k
a5 = gy U Qe (a(k+1)(k+1)> Alkt1)5°

inte att innehalla nagra ord som driver maskinen genom att tillstand = > k41,
eftersom det antingen ingar i afj eller 4r en sammansattning av tre ord som
inte gar genom tillstand = > k + 1.

Detta bevisar att affl bestar exakt av de ord som driver maskinen fran ¢ till
j utan att passera ett tillstand x > k + 1. O
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Ifall n ar antalet tillstand i tillstandsmaskinen, s& bestar ajl av alla ord som

driver maskinen fran ¢ till j. Detta har f6ljande konsekvens.

Sats 7.2.5. Alla sprak som avgdrs av en tillstandsmaskin dr reguljira.

Bevis. Antag att maskinens starttillstand &ar ¢ och dess accepterande tillstand
ar {n1,...,n, . Antag att maskinen har n stycken tillstand. Maskinens sprak
bestar d& av alla ord som driver maskinen fran ¢ till nagon av ni, ns, och sé
vidare till n,,, det vill sdga

n n n

Alltsé ges maskinens sprak av ett reguljart uttryck. O

Exempel 7.2.6. Maskinen i Exempel 7.2.3 har starttillstand 1, accepterande
tillstand 3 och bestar av 3 tillstand. Alltsa ar dess sprak

L=a3;=(bUab*a) U (bUab*a)(aUb)*(aUb)

Att detta ar lika med (ab*a Ub)(a U b)* (svaret som gavs i Exempel 7.2.1) ses
pa foljande sétt.

Spréaket L &r unionen av tvéa sprak: bUab*a och (bUab*a)(aUb)*(aUb). Spraket
(a Ub)*(a Ub) bestar av alla ord av lingd 1 eller mer, det vill séga alla ord
utom e.

Dérmed bestar spraket (bUab*a)(aUb)*(aUb) av alla ord har ett dkta prefix
ibUab*a.

Spraket L bestar dérfor av alla ord som antingen ingar i eller har ett dkta
prefix i bU ab*a. Detta &r ekvivalent med att ligga i spraket (ab*aUb)(aUb)*.

Ett mer kompakt sitt att skriva detta &r via forenklingen

L= (bUab®a)U (bUab a)(aUb)*(aUb)
= (bUab’a)({c} U (aUb)*(aUD))
= (bUab*a)(aUb)*

dir man utnyttjar att af U ay = a(B U ~) for alla reguljara uttryck «, 5 och
v (se Ovning 5.15). A

Anmairkning 7.2.7. Kleenes algoritm tenderar att ge upphov till mycket
langa reguljiara uttryck. Ifall K =2, i =1 och j = 2, far man att
k 2 1 1 (1 yey o1 *
Qi = iy = aqg Uagy (ag))agy = BU Y™y,
~~ SN——
B v
Dessa kan i sin tur berdknas till

1 0 0 [.0\* 0
B=a1y =0, Ua); (a;) ofy

och

1 _ 0 0 (.0\* 0
v = gy = gy Uy (afp) ol
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Genom att sétta in detta i definitionen far man att
aly = BU By
= <04(1)2 uad; (afy)" 0‘?2) U (a(1)2 Ual, (04(1)1)* 04(1)2)
<a82 Uaf, (afy)” 0‘?2) * (a82 Uaf, (af)” a?z) :

I foreliggande fall kan man dock forenkla resultatet ndgot genom att anvinda
resultat i Ovning 5.15:

BUBYy = B({e} Ur™y) = By
= (a(1)2 Uad (04(1)1) 04?2) (agz U, (04[1)1) 04(1)2> :

Notera att algoritmen ar beroende av vilken numrering av tillstdnden som
anvénds. Olika numreringar kommer ge upphov till olika reguljéra uttryck. Men
maskinens sprak kommer fortfarande vara samma, oavsett vilken numrering
som anvéinds, dven om de reguljira uttrycken som fas genom Sats 7.2.5 &r
olika for olika numreringar.

7.3 Sarskiljning av ord

De tva foregaende avsnitten dgnades at att bevisa att tillstandsmaskinernas
sprak och de reguljara spraken ar samma klass av sprak. I detta avsnitt ges en
tredje karakterisering.

Definition 7.3.1. En deterministisk tillstandsmaskin sdrskiljer en méngd ord
ifall den driver alla ord i méngden till olika tillstand. A

Alla tillstandsmaskiner sérskiljer mellan ord som de accepterar och ord som
de inte accepterar, men dven ord som bade accepteras och inte accepteras kan
sérskiljas.

Exempel 7.3.2. Tillstandsmaskinen i Figur 6.1 i Exempel 6.1.1 sarskiljer
orden b och a, eftersom de drivs till olika tillstand. Den sérskiljer inte b och
ab, eftersom maskinen drivs till samma tillstdnd av bada orden. A

Sats 7.3.3. Lat z vara ett godtyckligt ord. Om en tillstaindsmaskin inte sdr-
skiljer tva ord w och u, sdrskiljer maskinen inte heller orden wz och uz.

Bevis. Ifall en tillstandsmaskin med utvidgad 6vergangsfunktion 6* inte sér-

skiljer tva ord w och u, s& ar 6* (S, w) lika med 6*(S,u) och dérmed géller
0*(S,wz) = §*(0%(S,w),z)) = 6*(6"(S,u), z)) = 0™ (S, uz),

enligt Sats 6.1.11. O

Ovanstéende sats fangar intuitionen att tillstandsmaskiner saknar arbetsmin-

ne. Det spelar ingen roll hur en maskin hamnat i ett visst tillstand, utan dess
framtida beteende beror enbart pa dess nuvarande tillstand.

Sarskiljning kan &ven definieras for allménna sprak, oavsett om de ar reguljira
eller inte.
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Definition 7.3.4. Lat L vara ett sprak och M en méngd ord 6ver samma
alfabet. Spraket L sdrskiljer M ifall det for varje par av ord w och u i M finns
ett ord z med egenskapen att wz tillhér L men inte uz, eller vice versa. A

Ett annat sétt att uttrycka det ar att ett sprak L inte sérskiljer w och w ifall
wz €L < wuz el

géller for alla ord z.

Alla sprak sérskiljer mellan de ord som ingar i det och de som inte ingar i det,
genom att satta z = €.

Exempel 7.3.5. Spraket
L={ad"b"|n €N}

sarskiljer alla ord pa formen a™ och o™ dar n ar skilt fran m, eftersom valet
z = b" gor att a"z = a™b" tillhoér L, medan a™z = a™b"™ inte gor det. Spraket
L sarskiljer alltsa en oéndlig méngd ord. A

Exempel 7.3.6. Det reguljara spraket L = ab*a sérskiljer inte orden a och
ab. For att om z ar sadant az tillhoér L, maste z vara pa formen b"a for nagot
naturligt tal n. Men da géller att abz = ab™'a tillhor L.

P& samma satt géller att ifall abz ligger i L, s& maste z = b™a, varvid az = ab™a
tillhor L. Sammantaget far man att

az € L om och endast om abz € L

for alla ord z, och vilket innebér att a och ab inte sarskiljs av L. A

Exempel 7.3.7. Spraket L 6ver {a, b} som bestar av ett enda tecken a sérskil-
jer tre ord: €, a och b. Ordet a sarskiljer € och a samt € och b, da ea = a ingar
i L men inte aa eller ba. Likaledes sérskiljs a och b av ordet z = ¢, eftersom
az = a ligger i L men inte bz = b. A

De tva sérskiljningsbegreppen ar relaterade till varandra.

Sats 7.3.8. Om en deterministisk tillstandsmaskins sprak sdrskiljer en mdangd
ord sa sdarskiljer dven maskinen dessa ord.

Bevis. Antag att tva ord w och u inte sérskiljs av en tillstandsmaskin och 14t
z vara ett godtyckligt ord. Enligt Sats 7.3.3 kan inte maskinen sérskilja wz och
uz.

Da finns det tva mojligheter. Antingen driver wz och uz maskinen till ett
accepterande tillstand, och da ingar bada i L(M). Eller sa driver maskinen
orden till icke-accepterande tillstand, varvid inget av dem ingéar i L(M). Alltsa
galler att

wz € L(M) om och endast om uz € L(M).

for alla ord z, och L(M) kan inte sérskilja w och w. O
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Sats 7.3.9. En deterministisk tillstandsmaskin har minst lika mdnga tillstand
som antalet ord som dess sprak kan sdrskilja.

Bevis. Alla ord som sérskiljs av en maskins sprak sérskiljs av maskinen sjélv,
enligt Sats 7.3.8. Saledes kan maskinens spréak inte sérskilja fler ord &n maski-
nen har tillstand, och en tillstandsmaskin har minst lika méanga tillstand som
dess sprak kan sarskilja. O

Exempel 7.3.10. Spraket som bestar av enbart ett tecken a sérskiljer minst
tre stringar, enligt Exempel 7.3.7. Alltsa maste en deterministisk maskin som
avgor spraket ha minst tre tillstand. En sadan ges i Figur 6.7 i Exempel 6.1.10.
A

Kopplingen mellan antalet tillstand och sérskiljning ger ett sétt att bevisa att
ett givet sprak inte ar reguljart.

Sats 7.3.11. FEtt sprik som sdrskiljer odindligt manga ord dr inte requljirt.

Bewis. Varje reguljirt sprak ar spraket for ndgon deterministisk tillstandsma-
skin. Eftersom dessa endast har dndligt méanga tillstand, kan reguljéra sprak
endast sarskilja andligt manga olika strangar. O

Exempel 7.3.12. Enligt Exempel 7.3.5 sa sirskiljer spraket {a"b" | n € N}
odndligt manga strangar, och &r saledes inte reguljart. A

Om ett sprak som mest sérskiljer &ndligt manga strangar, maste det da vara
reguljart? Svaret ar ja! Beviset dr dock for avancerat for detta kompendium
och uteldmnas.

Sats 7.3.13. Varje sprik som endast kan sdrskilja dandligt mdanga ord dr re-
quljdrt.

Resultaten i detta kapitel kan sammanfattas i féljande sats.

Sats 7.3.14. For ett formellt sprak L ar foljande villkor ekvivalenta.

(i) L dr reguljdrt.
(ii) L kan avgoras av en deterministisk tillstandsmaskin.

(iii) L kan endast sdrskilja dndligt mdanga ord.

Beuvis. Sats 7.1.1 och Sats 7.2.5 visar att L ar reguljart om och endast om
det kan avgoras av en deterministisk tillstandsmaskin. Sats 7.3.13 visar att
alla sprak som endast kan sérskilja dndligt manga ord &r reguljiart, medan
Sats 7.3.11 implicerar att reguljéra sprak endast kan sérskilja dndligt manga
ord. O

Sats 7.3.14 sager ar att tre sitt att beskriva formella sprak (reguljara uttryck,
tillstandsmaskiner och sérskiljning) i grund och botten ger samma familj.
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Man kan likna det vid att man har tre fotografier. Inget av dem ger en full-
stdndig bild av det som de forestéller, utan visar vissa delar och déljer andra.
Men satsen och dess bevis sédger oss tva saker.

For det forsta sa garanterar satsen att fotografierna forestiller samma foremal.
For det andra sa beskriver bevisen hur de olika bilderna relaterar till varandra.
Det gor att man kan byta mellan de olika bilderna, for att fa béttre forstaelse
for foremalet som studeras. Den hér typen av samband &r mycket anvindbara
i tillampningar.

Ség att person vill vilja ut en viss méngd data ur en stor méngd data. For
att gora det skriver hon ett reguljart uttryck som matchar den data hon vill
ha. Detta gar snabbt, eftersom de reguljara uttrycken passar hur méanniskor
resonerar.

Reguljira uttryck kan dock inte anvéndas av en dator. En dator konverterar
darfor det givna uttrycket till en tillstandsmaskin som avgdr det reguljira
uttryck. Genom att kora all data genom tillstandsmaskinen och spara den data
som tillstandsmaskinen accepterar, sa kan datorn pa effektivt sdtt returnera
all data som anvandaren onskar.

Sarskiljning ger ett mer abstrakt perspektiv pa reguljiara sprak. Det beskriver
spraket i termer av vilka ord som det ska sérskilja. Det fina &r att beskrivningen
ar neutral, eftersom den enbart refererar till spraket och dess ord. Det beskriver
dessutom skillnaden mellan sprak som &r reguljara och de som inte ar det, och
ger ett sitt att bevisa att sprak inte ar reguljéra.

Ovningar

Ovning 7.1. Anvind metoderna i beviset av Sats 7.1.1 for att konstruera en
icke-deterministisk tillstandsmaskin for spraket aba. Ange antingen tillstands-
méangd, starttillstand, accepterande tillstand och Gvergangsrelation, eller en
grafisk representation.

Ovning 7.2. Anvind metoderna i beviset av Sats 7.1.1 for att konstruera
en icke-deterministisk tillstindsmaskin for spraket (aa)*. Ange antingen till-
standsméngd, starttillstand, accepterande tillstand och 6vergangsrelation, eller
en grafisk representation.

Ovning 7.3. Anvind metoderna i beviset av Sats 7.1.1 for att konstruera
en icke-deterministisk tillstindsmaskin for spraket (a U b)b*. Ange antingen
tillstandsméangd, starttillstand, accepterande tillstand och Overgangsrelation,
eller en grafisk representation.

Ovning 7.4. Anvind metoderna i beviset av Sats 7.1.1 for att konstruera
en icke-deterministisk tillstandsmaskin for spraket ab* U ba*. Ange antingen
tillstandsméangd, starttillstand, accepterande tillstand och Overgangsrelation,
eller en grafisk representation.

Ovning 7.5. Anviind metoderna i beviset av Sats 7.1.1 for att konstruera
en icke-deterministisk tillstdndsmaskin for spraket a*(b* Uab*). Ange antingen
tillstandsméangd, starttillstand, accepterande tillstand och Overgangsrelation,
eller en grafisk representation.
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Ovning 7.6. Anvind metoderna i beviset av Sats 7.1.1 for att konstruera
en icke-deterministisk tillstandsmaskin for spraket (ba U b*a)*. Ange antingen
tillstandsméangd, starttillstand, accepterande tillstand och Overgangsrelation,
eller en grafisk representation.

Ovning 7.7. Finn ett reguljirt uttryck for spraket till den deterministiska
tillstandsmaskinen med tillstandsméangd {1, 2}, starttillstand 1, accepterande
tillstand 1 och Gvergangsfunktion

Qla b
1|1 2
211 2

Nedan ges en grafisk representation.

a b
a
Du behéver inte anvinda Kleenes algoritm.

Ovning 7.8. Finn ett reguljirt uttryck for det till den deterministiska till-
standsmaskinen med tillstandsméngd {1, 2, 3}, starttillstand 1, accepterande
tillstand 2 och 3 och 6vergangsfunktion

Qla b
112 1
212 3
312 3
Nedan ges en grafisk representation.
b a

Du behover inte anvianda Kleenes algoritm.

Ovning 7.9. Finn ett reguljart uttryck for spraket till den deterministiska till-
standsmaskinen med tillstandsméngd {1, 2,3, 4}, starttillstand 1, accepterande
tillstand 1 och 6vergangsfunktion
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Nedan ges en grafisk representation.

O s ©

a,b

Du behover inte anvianda Kleenes algoritm.

Ovning 7.10. Finn ett reguljirt uttryck for spriket till den deterministiska
tillstandsmaskinen med tillstindsméngd {1, 2, 3}, starttillstand 1, accepteran-
de tillstand 2 och 6vergangsfunktion

w N~
— W NS
W N =S

Nedan ges en grafisk representation.
a
OO0

Du behéver inte anvinda Kleenes algoritm.

Ovning 7.11. Ge ett reguljart uttryck for alla ord som driver maskinen i
Ovning 7.9 fran tillstand 1 till tillstand 2.

Ovning 7.12. Ge ett reguljirt uttryck for alla ord som driver maskinen i
Ovning 7.10 fran tillstand 1 till tillstand 2 utan att passera tillstand 3.

Ovning 7.13 (). Tillimpa Kleenes algoritm pa tillstandsmaskinen i Ov-
ning 7.7.
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Ovning 7.14 (). Tillimpa Kleenes algoritm pa tillstandsmaskinen i Ov-
ning 7.8.

Ovning 7.15. Srskiljer tillstandsmaskinen i Ovning 7.9 méngden {e, a, b, ab}
Ovning 7.16. Srskiljer tillstandsmaskinen i Ovning 7.8 méngden {aba, aab, baa}?
Ovning 7.17. Sarskiljer spraket (a U b)ab* méangden {a, bb, bab}?

Ovning 7.18. Sarskiljer spraket L = (abU ba)*aa* mingden {ba, ab, aba}?

Ovning 7.19. Betrakta tillstandsmaskinen nedan.

a a a
RO O=0)
b
Den har tillstandsméngd {1, 2, 3}, starttillstand 1, accepterande tillstand 3 och
overgangsfunktion

w N D0
W N Qe
NN W NS

Maskinen avgor spraket a*ba*b(a*ba*b)*. Ar den minimal? Om sa, ge en méngd
med sérskiljande ord. Annars, konstruera en maskin med farre tillstand &n den
givna som avgor samma sprak.

Ovning 7.20. Betrakta tillstandsmaskinen nedan.

a a a
05 0=0
b

Den har tillstandsméangd {1, 2, 3}, starttillstand 1, accepterande tillstand 2 och
overgangsfunktion

w N =D
W N e
NN W N

Maskinen avgor spraket a*b(a*ba*b)*. Ar maskinen minimal? Om si, ange en
méangd med sérskiljande ord. Annars, konstruera en maskin med farre tillstand
dn den givna som avgdr samma sprak. Notera att den enda skillnaden fran
maskinen i Ovning 7.19 &r det accepterande tillstandet.
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Ovning 7.21. Betrakta tillstandsmaskinen nedan.

Den har tillstandsméngd {1,2, 3,4}, starttillstand 1, accepterande tillstand 4
och Gvergangsfunktion

Maskinen avgdr spraket (a U b)(a U b)(a U b)*. Ar maskinen minimal? Om sa,
ange en méingd med sarskiljande ord. Annars, konstruera en maskin med farre
tillstand &n den givna som avgér samma sprak.

Ovning 7.22. Betrakta tillstindsmaskinen nedan.

Den har tillstandsméangd {1, 2, 3}, starttillstand 1, accepterande tillstand 3 och
overgangsfunktion

w N R0
W W N
— = =

Maskinen avgér spraket (a U b)*. Ar den minimal? Om sé, ge en mingd med
sérskiljande ord. Annars, konstruera en maskin med farre tillstand &n den givna
som avgor samma, sprak.

Ovning 7.23 (x). Ar spraket som bestar av alla palindrom 6ver alfabetet

{a, b} reguljirt (se Ovning 5.17)? Hitta en oéindlig méngd med ord som spraket
sarskiljer, eller konstruera ett reguljart uttryck eller maskin som avgoér ordet.
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Ovning 7.24 (). Ar spriket som bestar av alla ord 6ver {a,b} dér antalet
a:n i ordet dr kongruent med 1 eller 2 modulo 3. Hitta en odndlig mangd med
ord som spraket sérskiljer, eller konstruera ett reguljart uttryck eller maskin
som avgor spraket.

Ovning 7.25 (x). Ar spriket som bestar av alla ord éver {a,b} som inte
innehéller exakt ett b reguljért? Hitta en odndlig méngd med ord som spraket
sarskiljer, eller konstruera ett reguljart uttryck eller maskin som avgor spraket.
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Losningar till udda 6vningsuppgifter

Kapitel 1
Grundlaggande uppgifter

Ovning 1.1. Elementen i méngderna r:

(i) {~1,0,1,2}
(i) {-2,2,3}

)

)

(iii) {1,9,11}
(iv) {1}

(v) {~2,-1,0,2,3}

Ovning 1.3.

(i) Nej, den forsta méngden innehaller talen 0 och 1 som element, men
de finns inte som element i den andra méngden (som bara innehéller
elementet {0,1}).

(ii) Nej, den forsta méngden innehéaller —2, men det gor inte den andra
mangden.

(iii) Ja, bada méngderna &r {0,1} = B.

(iv) Ja, bada méngderna dr méngden av udda heltal. For varje heltal « har
vi2x —1=2(z—1)+ 1, dir ju d&ven x — 1 &r ett heltal.

(v) Ja, bada mingderna dr mingden av ickenegativa heltal. Om 2 > 0 s& ar
ju Va2 = z, medan om x < 0 sd ar Va2 det positiva talet —x.

Ovning 1.5. Antag motsatsen, det vill siiga att det finns ett z € Z som &r det
storsta heltalet. Men = + 1 > z for alla x € Z, s& x kan inte vara det storsta
heltalet. Alltsa kan det inte finnas nagot storsta heltal.

Ovning 1.7. De regler som beskriver funktioner &r (ii), (iii), (v), (vi) och (vii).
Regel (i) beskriver inte en funktion eftersom dess utdata dr slumpmaéssigt, sa
den kommer inte ge samma resultat varje gang for samma indata. Regel (iv)
beskriver inte en funktion eftersom dess utdata beror pa vilken dag det é&r.

Ovning 1.9.

(i) Funktionerna &r inte lika med varandra, for de har olika definitionsméng-
der.

(ii) Funktionerna &r inte lika med varandra, f6r de har olika definitionsméng-
der (och olika malméngder).

(iii) Funktionerna &r inte lika med varandra, for till exempel ar f(—1) = 1
men g(—1) = —1.
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(iv) Funktionerna &r lika med varandra.

Ovning 1.11. Enligt Definition 1.1.3 s& dr C en delméngd av A om alla
element i C' ocksa &r element i A. Lat oss ta ett godtyckligt element x € C.
Eftersom C' C B sd maste x ocksa vara ett element i B; vi vet alltsa att x € B.
Eftersom B C A sd méaste x ockséa vara ett element i A. D& x var ett godtyckligt
element i C s& visar detta att alla element i C' ocksé ar element 1 A.

Ovning 1.13. Vi har redan visat att alla positiva heltal &r udda eller jimna
tal. Om vi visar féljande s& ar vi klara.

(i) Om x > 0 &r ett jamnt tal si &r —z ocksd jamnt.

(i) Om z > 0 &r ett udda tal sd &r —z ocksa udda.

Pastaendena (i) och (ii) tillsammans innebédr att dven alla negativa heltal &r
jamna eller udda, eftersom alla negativa heltal kan skrivas som —z for ett
positivt heltal z.

Bevis av (i). Antag att x = 2k, dér k &r ett heltal. Da ar —x = —2k = 2 (—k)
ett jAmnt tal, eftersom dven —k ar ett heltal.

Bevis av (ii). Antag att © = 2k +1, dér k &r ett heltal. Da &r —v = —2k—1 =
2(—k — 1) + 1 ett udda tal, eftersom &ven —k — 1 dr ett heltal.

Mer avancerade uppgifter

Ovning 1.15. Antag motsatsen, det vill séga att det bara finns ett ndligt an-
tal primtal, sdg n stycken. Da kan vi lista alla primtal: p1, po, p3, ..., pn. Lat N
vara produkten av alla dessa primtal, plus ett. Alltsa &r N = (p1paps - - - pn)+1.
Talet N &ar storre an alla primtal i var lista. Talet N kan inte vara ett prim-
tal, for da skulle var lista inte innehalla alla primtal, vilket vi ju sa att den
skulle gora. Enligt Sats 1.4.7 maste N da vara en produkt av flera primtal, sig
N = qi1q2-- - qm dér q1, q2, ..., gm ar primtal. Eftersom ¢; ar ett primtal sa
méste det finnas i var lista med alla primtal. Vi kan sortera listan sa att g; ar
det forsta primtalet i listan, alltséa ¢ = p1. Detta betyder att

P1G2 - qm = N = (p1p2p3 -+ -pn) + 1.
Alltsa ar
(P1@2 - @m) — (P1p2p3 - pn) =1
och vi kan bryta ut p; och fa
P1(q2 - Gm —p2p3---pn) = 1.

=k

Talet som vi har kallat k ar ett heltal. Vi har alltsa fatt pik = 1 dér p; ar ett
primtal och k ett heltal. Om tva heltal uppfyller p1k = 1 maste p;1 = 1 och
k = 1. Men detta &r omdojligt, for p; > 2 eftersom det &ar ett primtal. Alltsa
maste vart grundantagande om att det finns &ndligt manga primtal vara falskt.
Déarmed maste det finnas oéndligt manga primtal.

108



Ovning 1.17. Enligt Sats 1.4.2 si #r antalet funktioner fran X till Y lika med
VXl 'om X och Y #r éndliga mingder. Eftersom B = {0,1} sa ér |B| = 2,
och enligt Ovning 1.16 sa ar |B x B| = [B| - |B| = 2 -2 = 4. Alltsa ér antalet
olika funktioner fran B x B till B lika med |B|®*El = 24 = 16.

Ovning 1.19.

(i)

(i)

(iii)

Om vi utgar fran definitionen P 1+ @Q = —(P A @) och tar negation av
bada leden sa far vi

“(P1Q)=-~(PAQ)=PANQ,

eftersom ——B = B for alla B € B. Vi vet att =R = R 1 R, s med
R=P1Q fas
~(P1Q)=P1Q) T (P1TQ).

Detta visar att PAQ =(P1Q) T (PTQ).

Fran De Morgans lagar (Ovning 1.10) vet vi att ~(PVQ) = (-P)A(—Q).
Negation av bada leden ger

PVQ==((=P)A(=Q)).

Vi har redan visat att alla funktioner i hogerledet (= och A) kan uttryc-
kas som kombinationer av 1, sa darfor kan d&ven P V @) uttryckas som
kombinationer av 1.

Enligt Ovning 1.17 finns det endast 16 olika funktioner fran B x B till
B, sa vi skulle kunna gé igenom alla dessa funktioner — kanske enklast
genom att skriva upp alla mojliga sanningstabeller — och visa att var och
en av dem kan skrivas som kombinationer av 1 (eller av de funktioner
som vi redan har visat kan uttryckas med hjalp av 7).

Ovning 1.21.

(i)

Uppgiften kan 16sas pé olika sétt, och vi anger tre olika mdéjliga 16snings-
forslag nedan.

Férslag 1. I vansterledet (AU B) \ C ingar precis de element som finns i
A eller B men inte i C. Det &r forstas samma element som finns i A\ C
eller B\ C, det spelar ingen roll om vi tar bort elementen som finns i C'
innan eller efter unionen.

Forslag 2. Vill vi vara mer rigorésa kan vi anviinda Ovning 1.20 och visa
att vinsterledet ar en delméngd av hogerledet och vice versa.

e (AUB)\C C (A\C)U(B\C): Tag ett godtyckligt z € (AUB)\C.
Elementet = maste ligga i den del av A U B som inte 6verlappar
med C'; alltsd dr 1 A eller B, men inte i C. Om x € A s ar
darmed z € A\ C, och denna méngd &r en delméngd till hogerledet
(A\ C)U (B\ C), sa x tillhor hogerledet. Om istéillet © € B sa
ar x € B\ C, vilket ocksa dr en delméngd till hogerledet, sa x
tillhér hogerledet. Detta visar att vansterledet dr en delméngd av
hogerledet.
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o (A\C)U(B\C)C(AUB)\C: Tag ett godtyckligt z € (A\ C)U
(B\ C). Da finns = antingen i A\ C eller B\ C. Om z € A\ C
sa tillhor x &ven (AU B) \ C, for A ar en delméngd av AU B. Om
istéllet z € B\ C sa tillhor x ocksa (AU B) \ C eftersom éven B &r
en delméngd av AU B. Detta visar att hogerledet ar en delméngd
av vénsterledet.

Enligt Ovning 1.20 #r ddrmed (AU B)\ C = (A\ C)U(B\ O).

Férslag 3. Ett mindre formellt sitt att visa likheten ar att rita upp
venndiagrammen for vansterledet och hogerledet, och konstatera att det
blir samma diagram. Till exempel sa hér:

AUB C (AUB)\C

<
«
B
=

(ii) De tre varianterna fran del (i) fungerar har ocksa. Vi ger ett 16sningsfor-
slag i linje med forslag 1.
Elementen i C'\ (AU B) ar precis de element som finns i C, men inte i
AUB; eller med andra ord, element som finns i C', men varken i A eller B.
I C'\ A finns element som tillhér C' men inte A, och i C'\ B finns element
som tillhér C' men inte B. Snittet av dessa méngder innehaller alltsa
element som tillhor C men varken A eller B, vilket visar att C'\ (AUB) =
(C\A)Nn(C\ B).

Ovning 1.23. Kom ihag att funkionen F #r definierad rekursivt genom
0 om n = 0,
F(n)=«1 omn=1, (A)
Fn—1)4+F(n—-2) omn>2.
Lat oss visa, med hjalp av induktion, att
9" —(1—9)"

F(n) = Vi

(B)

forn=0,1,2,...

Basfallen blir att visa att ekvation (B) géller for n = 0 och n = 1. Detta kan
vi latt kontrollera:

¢’ —(1-9¢)° 1-1_

pt—(1—¢)! 20-1 (1+VB) -1
i T v T s it
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dér vi for n = 1 anviinde att ¢ = (1 + +/5)/2. Nu ér vi klara med basfallen.

For induktionssteget visar vi att om ekvation (B) géller upp till och med n = k

sa géller den dven for n = k + 1 (dér k > 1). Fran ekvation (A) vet vi att
F(k+1) = F(k) + F(k — 1).

Ekvation (B) géller for F(k) och F(k — 1), sa vi byter ut dem i ovanstaende
ekvation och far

el ) et '
V5 V5
e - (1= 9) - (1 - )
- V5
S PTT (1—gft (1-g)h
R T B (=,
V5

_<;+;J¢Hl_<1i¢+ujﬁv)“_¢ﬁﬂ ©
_ . |

Genom att skriva om pa gemensamt brakstreck och utnyttja att ¢? = ¢ + 1
kan vi visa att

F(k+1)=

—_

1 ¢+1 o+1
GTETE Ter1 !

Pa liknande satt blir

L, 1 2-¢ _ 2-¢ 2-9¢
1—¢ (1-9¢)? (1—-9¢)? 1-20+¢> 1-20+(p+1)
_2-¢ _

Inséttning i ekvation (C) ger nu

Flh+1) = PF 1 — (1- ¢)k+1’

V5

vilket visar ekvation (B) for n = k + 1. Darmed &r induktionssteget, och hela
beviset, klart.

Programmeringsuppgifter

Ovning 1.P1. Forslag pa programkod (Python):

n = int(input('Skriv in n: '))
F =[]
for k in range(0, n+1):

if k == 0:
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F.append (0)
elif k ==
F.append (1)
else:
F.append(F[-1] + F[-2])

print(f'F({n}) &r', F[-11)
Exempel pa koérning av programmet upprepade ganger:

Skriv in n: 5

F(5) &r b5

Skriv in n: 10
F(10) &r 55

Skriv in n: 20
F(20) &r 6765
Skriv in n: 40
F(40) ar 102334155

Kapitel 2

Ovning 2.1. Talet kan skrivas som
42=32+10=32+8+2=1-2°+1-2%+ 1.2

Alltsa dr 42 = (101010)s.

Ovning 2.3. Enligt Sats 2.1.3 kan ett N-bitars osignerat heltal anta 2V vir-
den. I detta fall &ir N = 5, sa antalet mojliga viirden &r 2° = 32.

Ovning 2.5. (i) 32 =2-16' = (20)ys.
(i) 2B1 =2-16%+11-16' 4+ 1-16° = 2-4096 + 11 - 16 + 1 = 8369
(iii) 60 =48 +12=3-16' +12-16° = (3C)15

(iv) Ensiffraibas 16 kan anta 16 olika virden. For att lagra s manga virden
kriivs 4 bitar, eftersom 4-bitars osignerat heltal kan lagra 2* = 16 bitar
enligt Sats 2.1.3.

Ovning 2.7. Férst bevisar man att (i) = (ii). Antag att heltalen p, ¢ och
r ar sadana att a =pn+rochb=gn+roch 0 <r <n—1.

Vi ska visa att det finns ett heltal k£ sa att a = b + kn. Flyttar man 6ver b
till véansterledet far man a — b = kn. Enligt antagandet & a = pn + r och
b = gn + r, och sétter man in detta i vinsterledet far man

a—b=pn+r—(gn+r)=pn—gn+r—r=(p—q)n.

Satter man k = p — ¢ far man att a — b = kn, det vill sdga a = b+ kn.

For att bevisa att (ii)) = (i), antag att det finns ett heltal k s& att a = b+kn,
det vill séga a — b = kn. Beviset bestar av tva steg.
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(i) Forst visar vi att for alla heltal a sa finns det ett heltal p

(ii) Sedan visar vi att ifall @ och b &r kongruenta modulo n, si méaste r och
s vara lika.

For att visa det forsta pastaenden, séitt p till det storsta heltalet som uppfyller
pn < a och lat sedan r = a — pn. Enligt antagande géller da att pn +r =
pn+a—pn = a.

Det aterstar att visa att 0 < 7 < n— 1. Antag att sa inte ar fallet, det vill sidga
n < r. D& giller att

(p+1)n=pn+n<pn+r=a.

Men vi valde ju p till att vara det storsta heltalet sa att pn < a. Detta ar en
motsagelse, och alltsa maste 0 <r < n — 1.

Nu nér vi bevisat att alla heltal a och b kan skrivas pa formen pn + r och
gn + s, dir 0 < r,s < n — 1, aterstar att visa att om a och b &r kongruenta
modulo n, s ar r = s.

Enligt definitionen av kongruens, sa finns det ett heltal k sa att a = b+ kn.
Da géller att

Notera att —(n—1) <7 —s <n—1, eftersom 0 < r, s < n— 1. Didrmed maéste
(k i Z Q)n =0, och alltsd ar r — s = 0, det vill siga T = s.

Ovning 2.9. Om «a delar b, sa finns det ett heltal k s& att ak = b. Om b delar
¢, sa finns det heltal [ sa att bl = c. D4 géller att

akl =bl=c¢
Alltsd delar a talet ¢ med kvoten kl.

Ovning 2.11. Enligt konjugatregeln giller 22 — 1 = (z — 1)(x 4 1). Sa genom
att sitta P=2—1, K =2+ 1 och Q = 22 — 1 far vi att

PK=(x—-1)(z+1)=2"-1=Q.
Alltsa delar polynomet x — 1 polynomet 22 — 1.

Ovning 2.13. For att maskinen ska returnera 1 méste A; vara lika med 1,
och alla andra bitar vara lika med 0. Detta kan man uttrycka som att

R; = (—|A1) A (—|A2) FANRIEIVAN (_‘Ai—l) A\ (Az) A\ (—|Ai+1) FANCIRRIVAN (—|An)

Ovning 2.15. For att maskinen ska returnera 1 maste C' vara lika med 0, och
nagon av A eller B vara 1 (eller bada). Detta kan man uttrycka som att

R=(AVB)A(-C).
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Kapitel 3
Ovning 3.1. Per definition far vi

(i) (1010.011) =23 + 2! 4+ 273 + 273 =8 424 0.25 + 0.125 = 10.375
(i) (11011.01) =2 +23 421 +20 + 272 =16+ 8 + 2+ 1+ 0.25 = 27.25
Ovning 3.3. Genom att anvéinda metoderna i Exempel 3.1.1 si man att
(0.3)10 = (0.0110011001100110...)s = 0.01100110.

Ovning 3.5.

(i) Nej, enligt Exempel 3.1.1 &r bindrutvecklingen av 0.1 oéndlig.
(i) Ja, da 15.25 = (1111.01)s

(iii) Nej, eftersom 3.03125 = 2! + 20 4 275 = (11.00001), si saknas det
tillrdckligt med bitar efter decimalpunkten.

Ovning 3.7. (i) Decimalformen av bindrbraket 1.10115 &r 1.6875, sa flyt-
talet motsvarar

1-1.6875-2° = 54.
(ii) Decimalformen av binédrbraket 1.100115 ar 1.59375, sa flyttalet motsvarar

—1-1.59375- 23 = —12.75.

(iii) Decimalformen av bindrbraket 1.1115 &r 1.875, sa flyttalet motsvarar
1-1.875-2" = 3.75.

Ovning 3.9. Varje flyttal 4r pa formen z = s-m - 2¢, dir s ar —1 eller 1, m
ar ett rationellt tal som uppfyller 1 < m < 2 och e &r ett heltal. Eftersom m
ar rationellt, sa finns det heltal a och b som uppfyller att m = a/b.

Ifall e inte ar negativt ar 2¢ ett heltal, och da &r

a sa2¢
298 —
b b

r =S

en kvot av tva heltal, och séledes rationellt. Om e ar negativt ar —e positivt,
och 27° ett heltal. Da kan vi skriva x som

a a sa
—g. 296 _ .2 9=(-e) _ _
Ty - p2—¢

Detta &ar ocksa en kvot mellan tva heltal, och saledes rationellt.

Eftersom /2 inte &r rationellt, finns det inget flyttal som motsvarar det, och
dérfor kan det inte lagras i en dator.

Ovning 3.11. Det finns fyra fall, beroende pa om z och y &r ickenegativa eller
€j.
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(i) Nér x och y bada &r ickenegativa sa ar x + y ickenegativt, och séaledes
galler
[z +yl=z+y=|z[+]yl.

(ii) Nér z och y bada &r negativa sa &r —z och —y positiva. Darfor dr —x —y

positivt. Dessutom &r |z| = —x och |y| = —y och siledes
ety =]-(-z-yl=-2—-y=lz|+ |yl
(iii) Nar x ar negativt och y ar ickenegativt, sa géller att |x| = —z och |y| = y.

Dessutom géller att —z > x (talet  ar ju negativt.) Nu finns tva delfall.

(a) Om z + y &r negativt far man att
z+tyl=—(@+y) =-2r-—y<-—a+y=|z[+y|
(b) Om z + y &r ickenegativt far man att
[z tyl=r+y=—z+y=|z[+]yl
I vilket fall géller att |+ y| < |z] + |y|.

(iv) Nér z ar ickenegativt och y negativt, kan vi anvinda exakt samma reso-
nemang som i fall (iii), genom att byta namn pa z och y.

Ovning 3.13. For att visa att funktionen #r kontinuerlig méaste vi visa att
den &r kontinuerlig i varje punkt. Vi tar darfor en godtycklig punkt, som vi
kallar xg.

Det som ska bevisas ar foljande: for alla reella tal € som &r positiva, sa finns
det ett  sa att

[r0 —y| <& = [f(xo) = fy)] <e.

for alla reella tal y. Kédrnan i uppgiften ar alltsé att vélja § pa ett sadant sitt
att den har implikationen alltid géller. I allménhet sa beror valet av § pa € och
punkten xg. Det som soks &r alltsa ett uttryck som innehaller xg och €, som
gor implikationen haller.

Vi borjar med att arbeta med hogerledet i implikationen.

|f(0)=F(y)] = |[2§—2—(y*=2)| = |25 —¢*| = [(z0—y)(xo+y)| = |zo—y||zo+y-

Genom att addera och subtrahera 2x¢ i det hogra absolutbeloppet far vi att
w0 = yl|xo +y| = [xo — yl| — z0 +y + 220].

Nu utnyttjar vi att | — x| = |z| och triangelolikheten och far

w0 =yl = zo +y + 220| = |y — zolly — w0 + 2z0| < |y — w0l (ly — w0 + [20])

Alltsd har vi visat att

[f (o) = FW)| < ly — ol (ly — ol + [220]) -
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Men ifall |xg — y| = |y — zo| < 0 s& géller att

|f(@o) = f(y)] < |y = @ol (Jy — wol + [220]) = 0(8 + 2|ol)-
Det sista steget dr att sétta J till ett virde som beror av xg och . Tanken &r
att detta virde ska vara sddant att ifall |29 — y| < d, s& ska 0(d + 2|zg|) < e.

Hur ska vi vélja 7 Det &r lite knepigt. Men vi noterar att om § < 1, sa géller
att
[f (o) = fy)] < 0(0 + 2|zo]) < (1 + 2|zol).

Om det dessutom géller att 6 < e/(1 + 2|zg|), s& far vi att

5(1+2‘£L'0|)
014+ 2|xg|) < ————+>=¢
( ‘ 0|) 1+2|$0|

Dérfor ser vi att om 0 uppfyller bade att § < 1, och § < /(14 2|zg|), s& géller
att

|f(z0) — f(y)] < 0(1 + 2|zo]) < e.

Sa om vi kan visa att oavsett vad € och xg sa finns det ett positivt § som
uppfyller dessa krav, sa vore vi klara.

Men detta ar enkelt att astadkomma, satt bara ¢ till

1
d = —min 1,; ,
2 1+ 2|zq|

det vill sdga hélften av det minsta av talen 1 och £/(1 + 2|x¢|). Detta kommer
dels uppfylla att 6 < 1, och att § < e/(1 + 2|zg|).

Kapitel 4

Ovning 4.1. Resultatet blir

x1 = Modi0(3 -0+ 2) = Modjp(2) = 2,
29 = Modj0(3 -2+ 2) = Modo(8) = 8,
x3 = Modi0(3 - 8 + 2) = Mod;(26) = 6,
x4 = Modi0(3 -6 + 2) = Mod;p(20) = 0,
x5 = Modi0(3 -0+ 2) = Modo(2) =2

Perioden é&r 4.
Ovning 4.3.
(i) Om a = 0 sa blir
Zpt1 = Mod,, (0 - z,, + b) = Mod,,,(b) = b.
Alla pseudoslumptal blir alltsa lika med b.

(ii) Om a =1 sa blir
ZTp+1 = Mody, (zy, + b).

Lat oss se vad som hander om m = 10 och x¢ = 0 for olika viarden péa b.

116



b‘xl ro I3 T4 X5 g X7 g T9 T10

oflo o 0o 0 0O 0 0O O 0 O
11 2 3 4 5 6 7 8 9 0
212 4 6 8 0 2 4 6 8 0
33 6 9 2 5 8 1 4 7 0
44 8 2 6 0 4 8 2 6 0
5/!5 0 5 0 5 0 5 0 5 0
6/]6 2 8 4 0 6 2 8 4 0
7|7 4 1 8 5 2 9 6 3 0
88 6 4 2 0 8 6 4 2 0
99 8 7 6 5 4 3 2 1 0

De flesta av dessa talfoljder dr vildigt forutsdgbara, inte minst de som
motsvarar b =1 och b = 9.

Ovning 4.5.
(i) Ja, for 2! =2 och 22 =4 =1 (mod 3).

(ii) Nej, for 28 =2, 22 =4=0 (mod 4) och om k > 2 giller 2% = 4.2k2
vilket ar delbart med 4 och darfor dr kongruent med 0 modulo 4 enligt
Ovning 2.10. Det gar alltsa inte att skriva 1 eller 3 som 2* modulo 4.

(iii) Vi gor en tabell och skriver upp virdena pa a’ modulo 7, for olika viirden
pa a. (Vi kan anviinda Hjilpsats 4.1.8 for att rikna ut a*! fran a’.)

1 2 3 4 5 [§ 7

S|
S
S

[E SO I ORI YO IS

a
1
2
4
4
2
1

[« 3 B> T B = B> I I
| W N O
— = ===~
| O | W N =

Detta visar att 3 och 5 &r primitiva element modulo 7.

Ovning 4.7. Vilj till exempel m = 10. Ett konkret exempel dr z =7, y = 2,
z = 2. Da géller namligen

7-2=14=4=2-2 (mod 10),
men vid division med 2 fas
7#2 (mod 10).

(Faktum &r att om 2z = 2y + 10 sa ger division att x = y 4+ 5, sd4 z och y kan
da inte vara kongruenta modulo 10.)
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Ovning 4.9. Vi bérjar med att lista alla positiva tal pa formen 2¥ — 1 som &r
mindre dn 500:

1, 3, 7, 15, 31, 63, 127, 255.

Vi gar igenom denna lista och kontrollerar om varje tal ar ett primtal eller ej.
1 &r forstas inget primtal, fér alla primtal ar heltal storre &n 1. Vi vet att 3
och 7 &r primtal, medan 15 inte ar ett primtal eftersom 15 =3 - 5.

Talet 31 ar varken delbart med 2, 3 eller 5. Da kan 31 inte heller vara delbart
med nagon multipel av de talen. Eftersom 7 -7 = 49 > 31 sa kan 31 inte vara
delbart med nagot tal storre &n eller lika med 7 heller. Alltsa ar 31 ett primtal.

Talet 63 &r delbart med 3 (for 63 = 21 - 3), s& det &r inte ett primtal.

Talet 127 ar inte delbart med 2, 3 eller 5. Testdivision med 7 ger att 127 =
18-7+1, sa det ar inte delbart med 7 heller. Nasta kandidat som 127 kan vara
delbart med &r talet 11, men 11-11 = 121, vilket betyder att 127 = 11-11 46,
sa det ar inte delbart med 11. Eftersom 13 - 13 = 169 > 127 sa kan 127 inte
vara delbart med nagot annat tal. Alltsa dr 127 ett primtal.

Talet 255 &r delbart med 5 och alltsa inget primtal.
Sammanfattningsvis dr primtalen 3, 7, 31 och 127. Det finns alltsa 4 Mersen-

neprimtal som ar mindre an 500.

Ovning 4.11. Meddelandet &r krypterat med ett Caesarkrypto. Genom att
prova sig fram kan man komma fram till att nyckeln ar 1, s det avkrypterade
meddelandet &r "Stockholms matematiska cirkel”.

Programmeringsuppgifter

Ovning 4.P1. Forslag pa programkod (Python):

m = 2147483647
a = 16807
b=20

x0 =1

x = x0

for n in range(20):
x = (a*x +b) % m
print (x)

Exempel pa kérning av programmet:

16807
282475249
1622650073
984943658
1144108930
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470211272
101027544
1457850878
1458777923
2007237709
823564440
1115438165
1784484492
74243042
114807987
1137522503
1441282327
16531729
823378840
143542612

Ovning 4.P3. Forslag pa programkod (Python):

m = 2147483647

a = 16807
b=20
x0 =1
x = x0

for n in range(20):
x = (a*x + b) % m
u=x/m
print (u)

Exempel pa koérning av programmet:

.826369259425611e-06
.13153778814316625
.7556053221950332
.4586501319234493
.5327672374121692
.21895918632809036
.04704461621448613
.678864716868319
.6792964058366122
.9346928959408276
.3835020774898595
.5194163720679545
.8309653461123655
.034572110527461446
.05346163504452521
.5297001933351626
.6711493840772423

O O O O O O O OO OO OO OO O N
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0.007698186211147432
0.3834156507548949
0.06684223751856118

Ovning 4.P5. Forslag pa programkod (Python):

m=25
a=2
# Lista som visar om talen fradn O till m-1 har genererats.
lista = [False] * m
# Lat x = a”i (mod m), bocka av de tal som har genererats.
# Det riacker att g& upp till i=m-1.
X =a
for i in range(1, m):

listal[x] = True

x = (x*%a) % m
# G& nu igenom listan och se om alla tal har bockats av.
okej = True
for i in range(1l, m):

if listal[i] == False:

okej = False
break

# Skriv ut resultat.
if okej:

print(f'a &r ett primitivt element modulo m')
else:

print(f'a &r INTE ett primitivt element modulo m')

Programmet ska visa att 2 och 3 &r primitiva element modulo 5, medan 1 och

4 inte &ar det. Programmet ska ocksé visa att 2 ar ett primitivt element modulo

547, medan 3 inte ar det.

Kapitel 5

Ovning 5.1. Lat sq, ..., s, vara orden i ett #ndligt sprak. Da &r
stUsoU---Usy

ett reguljart uttryck for spraket.

Ovning 5.3. Ett forslag dr (aa)*b(bb)*.

Ovning 5.5. Ett forslag &r 0 U 1(0 U 1)*00.

Ovning 5.7. Ett exempel &r
{ab,aab,aaab,...,} ={a"b|n > 1}

Ovning 5.9. Ifall n = 0, dr L™ = {e}, s antalet ord i L° &r 1, vilket #r lika
med k°.
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Om n &ar positivt, kan man resonera som foljer. Varje ord i L™ konstrueras
genom att vélja n stycken ord ur L och sammansétta dem. Varje gang man
ska vilja ord har man k alternativ. Sammantaget har man da

koo ko= k"
——

n stycken

alternativ.

Sammantaget innehaller LY UL U --- U L™
L+k+k +- + k"

ord. Detta &ar en geometrisk serie med startviarde 1 och n+1 termer, och summa
K —1
k-1

Fotnot: den sista likheten bevisas genom att satta

s=1+k+k>+ - +Ek"

Da galler
ks =Fk+ k> + -+ k"

och saledes
kS—S:kn+1+kn_kn+,..+k_k_1:k,n—i-l_l'

Genom att faktorisera ut s och dividera bort en faktor kan man isolera summan
s 1 vansterledet:

e kn—i—l -1

E=1)s=F"" -1 4= s=——

(k=1)s §=

Ovning 5.11. (i) Intuitivt kan man téinka man bérjar med det tomma, or-

det och sedan tar man ett tecken i taget. Vill man gora ett induktions-
bevis, kan man anvinda resultatet i deluppgift (ii).

Nér n = 0 ar ordet tomt, och dess suffixsprak ar . Antag att ekvationen
galler for nagot p. D& ger ekvationen i deluppgift (ii) omedelbart att

Suf(oy -+ opg1) = (Suf(oq -+ - 0p)opt1) U Suf(opt1)
Per antagande géller att

Suf(o1---0p)opt1 = {0102 0p, 02+ 0p, ..., 0p,}0p11

= {01+ 0pop+1,02 Opi1, ., OpOps1, Opra t
Eftersom Suf(op41) = {€, 0p+1}, finner man att
Suf(or---0pt1) = {0102+ 0pt1,02° - Opt1,. .-, 0pi1,E},

vilket avslutar induktionssteget.
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(ii) Lat wu vara ett ord i Lj Lo, dér w ligger i L; och w ligger i La. Om v dr
ett suffix till wu, s& finns det ett ord z s& att zv = wu. Det finns da tva
alternativ.

Antingen ar z langre an eller lika langt som w. D& méaste v vara ett suffix
till w, och ligger alltsa i Suf(La).

Eller sa ar z kortare 4n w. D& maste v = wyu, dar wy ar ett suffix till w.
Med andra ord ligger v i sammanséttningen Suf(Lq)Ls.

Sammantaget géller att v ligger 1 unionen Suf(L;)Ls U Suf(Ls).

(iii) Ett ord w ligger i L1 U Ly om och endast om det antingen ligger i L,
eller Lo. Ett suffix till w kommer darfor antingen ligga i Suf(Lq) eller i
Suf(Ls), varfor suffixspraket av Ly U Ly &r Suf(L1) U Suf(Ls).

(iv) Ett ord ligger i L* om och endast om det har formen
w = wiwsg -+ - Wy
dér wy, ..., wy ligger i L. Ett suffix till detta ord har formen
UWE+1 W42« - W
dér w ar ett suffix till ordet wy. Eftersom wj, ar ett ord i L, och
Wr+1Wg+42 ~ - Wp
ligger i L*, s ligger suffixet i spraket Suf(L)L*.
(")vning 5.13. Ekvationerna &r
(i) Pre(oiog---0y,) = {0102+ 0p,01+-Op_1,...,01,€}
(ii) Pre(LiLg) = Pre(L1) U L1 Pre(Ls),
(iii) Pre(L; U L) = Pre(Ly) U Pre(Ls),
(iv) Pre(L*) = L*Pre(L).

for alla sprak L1 och Lo och tecken o1, ..., 0,. Bevisen for dem &r exakt
likadana som i Ovning 5.11, fast man byter ordning pa alla sammanséattningar.
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Prefixspraket av ab*(ab)* ges da av

Pre(ab*(ab)*) = Pre(ab®) U ab™ Pre((ab)™)
= (Pre(a) UaPre(b*)) U ab* Pre((ab)*)
= (eUaUa(b*Pre(d))) Uab* Pre((ab)¥)
= (eUaUa(b*(eUb))Uab" Pre((ab)¥)
ab*
=cUab" Uab*(ab)* Pre(ab)
=eUab* Uab® (ab)* (e Ua U abd)
(ab)*U(ab)*a
=eUab* Uab*((ab)* U (ab)*a)
=eUab*(eU (ab)" U(ab)*a)
(ab)*
=cecUab"((ab)* U (ab)*a)
=eUab*(ab)* Uab*(adb)*a.

Observera att forenklingarna anviinder resultatet i Ovning 5.15.

Ovning 5.15. Ett ord w ligger a(f U~) om och endast om w = wjwsg, dar
wy ligger i o och wo ligger antingen i 5 eller i ~.

Det forra fallet ar ekvivalent med att w ligger i a3, det senare med att w ligger
i ary. Alltsd maste w ligga i unionen a5 U ary. Séledes dr det bevisat att

wea(fUy) < weabfUay,

vilket innebér att a(fU~y) = af U ay.

Ovning 5.17. (i) De palindrom &ver {a,b} som har fyra tecken eller firre
ar

€,a,b,aa,ab, aaa, aba, badb, bbb, aaaa, abba, baab, bbbb.

(ii) En rekursiv definition av ett sprak sker i tva steg. Forst anger man ett
eller flera basfall: ord som per definition ingar i méangden. Darefter ges
en eller flera rekursionssteg, av typen

om w ingér i méngden, sa ingar v i méngden
dér u definieras i termer av w. For att hitta ratt rekursionssteg, lat w vara
en palindrom. Da finns det tva sétt att bilda nya palindrom: antingen
lagger man till ett a pa bada sidor, eller sa lagger man till ett b pa bada
sidor. Med andra ord

om w &r en palindrom, sa ar awa och bwb palindrom.

Basfallen dr de som ej kan beskrivas pa detta séitt. Det finns tre stycken:
g, a och b. Den kompletta rekursiva definition ar saledes.
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(a) €, a, bingar i P({a,b}).
(b) om w ligger i P({a,b}, sa ligger awa och bwb i P({a,b}).

(ili) Samma resonemang som ovan kan tillimpas pa ett godtyckligt alfabet,
med resultatet att P(X) defineras genom

(a) € och o ligger i P(X), dir o ar ett godtyckligt tecken i X.
(b) om w ligger i P(X), ligger owo 1 P(X), dar o ar ett godtyckligt

tecken i X.
Kapitel 6
Ovning 6.1. Maskinen drivs enligt f5ljande.

Ord ‘ aaabba aabba  abba bba ba a €
Tillstand | 1 1 1 2 2 2 2

Ovning 6.3. Tillstandsméngden &r {1,2,3,4,5}. Starttillstandet &r 1, det
accepterande tillstandet 4 och 6vergangsfunktionen ges nedan.

S
S

cn.boow»—n‘@

Ot Ot Ot W Ot
Ot U = Ot N

Nedan foljer en grafisk representation.

b

5 a
b
Ovning 6.5. Tillstandsméngden &r {1,2,3,4,5}. Starttillstandet &r 1, det

accepterande tillstandet ar 3 och 6vergangsfunktionen ges nedan.

S|
(=

mypww.—u‘b
SN IS QS Y
Ut W = Ot W

Nedan foljer en grafisk representation.
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Ovning 6.7. Tillstandsméngden #r {1,2,3}. Starttillstandet &r 1, det accep-
terande tillstandet ar 3 och Gvergangsfunktionen ges nedan.

w N~ D0
NN = N
—_ W | o

Nedan foljer en grafisk representation.

Ovning 6.9. Berikningen sammanfattas i figuren nedan.

5:ab—>5:b—>3:¢

/

2:ab 2:e—>5H:¢
/N
1: abab 3:b
AN AN
4 : abab 5:e

\

4:bab—2:b—>5:b—>3:¢

N\

5:ab—>5:b—>3:¢

Ordet abab kan alltsa driva maskinen till tillstdnd 2, 3 och 5. Eftersom 5 &r ett
accepterande tillstand, s& ingar abab i maskinens sprak.

Ovning 6.11. Tillstandsméngden &r {1,2,3}. Starttillstandet &r 1, det accep-
terande tillstandet &r 3 och Gvergangsrelation ges nedan.
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QX Q
1l b 1
1| ba 2
1| a 3
2| ba 2
21 a 3

En grafisk representation kan se ut som foljer.

b ba
a

Ovning 6.13. (i) {1,2,3,4,5}.

(ii) {2,3,5}
(i) {2,3,4,5)
Ovning 6.15. Starttillstandet r e-tillslutningen av {1}, det vill siga {1, 2}.
Q ‘ a ‘ b
{1,2} {1,2,3,4} | {1,2}

{1,2,3,4} | {1,2,3,4} | {1,2,3}
{1,2,3} | {1,2,3,4} | {1,2,3}

De accepterande tillstanden &r {1,2,3,4} och {1,2,3}. Nedan &r en grafisk
representation.

Ovning 6.17. Starttillstindet ges av e-tillslutningen av {1}, vilket &r {1}.
Darefter berdknas delméngdskonstruktionen successivt.
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Q a b
or | 23 |23
23 | {25 | (4}
{2,5} | {2,4,5} )
W o |23
{2,4,5} | {2,4,5} | {2,3}
0] 9] 9]

De accepterande tillstanden ar {2,3}, {4} och {2,4,5}. Nedan &r en grafisk
representation.

Kapitel 7

Ovning 7.1. Tillstandsméngden &r {1,2,3,4}, starttillstand 1, accepterande
tillstand 4 och 6vergangsrelationen ar

Q11 2 3
X*la € b
Q12 3 4

En grafisk representation ges nedan.

OO0

Ovning 7.3. Tillstandsméngden &r {1,2,3,4,5,6,7}, starttillstand 1, accep-
terande tillstand 7 och overgéngsrelationen &ar

Q11 1 2 3 4 5 6 6 7
X*le € a b & € b e ¢
Q12 3 4 5 6 6 7 7 6

En grafisk representation ges nedan.

127



Ovning 7.5. Tillstandsméngden &r {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, starttillstand 1, ac-
cepterande tillstand 8 och 9 och &vergangsrelationen ar

Q1 1 2 2 3 3 5 5 7 4 6 8 8 9
la € € € € € b & & a € b & ¢
Q|12 2 1 3 4 5 7 75 6 8 9 9 8
En grafisk representation ges nedan.
€
2080
€
—{1 2 2 =
€

Ovning 7.7. Ett ord accepteras av maskinen om och endast om det ingér i
det reguljara spréaket

(b*a)*,
det vill sdga om det antingen ar tomt eller slutar pa a.
Ovning 7.9. Ett ord accepteras av maskinen om och endast om det ingér i
det reguljara spréaket

(aba)*
det vill sdga om det bestar av ett antal upprepningar av aba.
Ovning 7.11. Ett ord driver maskinen fran tillstand 1 till tillstand 2 ifall det
ingér i spraket a(ba)*.

Ovning 7.13. Nedan ges en tabell med korrekta svar. Observera att uttrycken
ar forenklade.

0 1 2
o, | a a*a (a*b)*a*a
oy | b a*b (a*b)*a*b
of | a a*a (a*b)*a*a
oy | b a*b  (a*b)*a*b



Ovning 7.15. Ja. Mingden driver maskinen till tillstand 1, 2, 4 och 3 (i den
ordningen).

Ovning 7.17. Ja. Orden a och bb sérskiljs av z = a och orden a och bab
sarskiljs av z = b, medan orden bb och bab sarskiljs av z = €.

Ovning 7.19. Maskinen #r minimal. En sérskiljande méngd ord ges av {e, b, bb}.
Orden € och b sérskiljs av z = b, medan € och bb samt b och bb sdrskiljs av
z=c¢.

Ovning 7.21. Maskinen &r inte minimal. En tillstindmaskin med tillstands-
méngd {1,2,3} som avgér samma sprak ges nedan.

a,b

OO O

Dess starttillstand &r 1, accepterande tillstand 3 och 6vergangsfunktionen ges
av

w N~ D0
W W N
W W N

Ovning 7.23. Palindromspraket 6ver {a,b} &r inte reguljirt. Det sérskiljer
till exempel spréaket
{a" : n icke-negativt heltal}

eftersom om m &r skilt fran n, s &r a0 en palindrom, men inte a™b™ (se
Exempel 7.3.5 for detaljer.)

Ovning 7.25. Spraket &r reguljart: ett uttryck for det &r

a*Ua*ba*b(aUb)*
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